
Sur une appro
he probabiliste duprobl�eme de Syra
useMarion Le Gonide
1 Introdu
tionLe probl�eme de Syra
use, apparu au d�ebut des ann�ees 1950, 
on
erne le 
om-portement des it�er�es de la fon
tion suivante, d�e�nie sur les entiers positifs :T � : x 7! � x=2 si x = 0 mod 2;(3x+ 1)=2 si x = 1 mod 2:On appelle traje
toire de x la suite (x; T �(x); T �(2)(x); : : :). Il y a plusieurs
omportements possibles pour 
es traje
toires :1. La traje
toire est 
onvergente : il existe un entier k � 1 tel queT �(k)(x) = 1,2. La traje
toire devient 
y
lique non triviale : la suite �T �(k)(x)�k�1 de-vient p�eriodique et pour tout k � 1; T �(k)(x) 6= 1,3. La traje
toire est divergente : limk!1 T �(k)(x) =1.La 
onje
ture de Syra
use peut s'�enon
er ainsi :Pour tout entier x � 2, la traje
toire de x est 
onvergente.On notera :��(x) = inf nk � 1; T �(k)(x) < xo le temps d'arrêt partiel de la traje
toire,��1(x) = inf nk � 1; T �(k)(x) = 1o le temps d'arrêt total de la traje
toire oupoids de x,t(x) = maxnT �(k)(x); k � 0o l'ex
ursion maximale de la suite.Ces 3 quantit�es peuvent être in�nies.Ave
 
es notations, on peut reformuler 
ette 
onje
ture de 2 mani�eres di��e-rentes :� Pour tout entier x � 2, ��(x) <1.� Pour tout entier x � 1, ��(x) <11



La diÆ
ult�e du probl�eme r�eside dans le 
omportement tr�es irr�egulier desit�er�es su

essifs T �(k)(x). Pour se donner une id�ee de leur 
omportement, onpeut utiliser ��(x), ��1(x) et t(x)=x. Voir graphes en annexes. Sur quelquesexemples : x ��(x) ��1(x) t(x)=x1 1 2 27 7 11 3:726 1 9 127 59 70 17128 1 14 1250 � 1 143 383 6:37� 108250 1 50 1250 + 1 2 223 1:52500 � 1 1828 4331 1:11� 10882500 + 1 2 2204 1:5Tab. 1: Comportement de quelques s�equen
es T �(k)(x)Mais malgr�e tout, la 
onje
ture de Syra
use a �et�e v�eri��ee num�eriquementpour tous les entiers inf�erieurs �a 240 et plusieurs mod�eles probabilistes per-mettent d'argumenter en faveur de la v�era
it�e de la 
onje
ture (utilisation demar
hes al�eatoires, pro
essus de bran
hement. Voir [L W℄).Le dernier mod�ele probabiliste, propos�e dans [K℄ et [S℄, permet de mettre enrelation les traje
toires longues (
elles qui sont probl�ematiques) ave
 les traje
-toires d'un mouvement brownien d�erivant. C'est 
ette appro
he qui nous int�eres-sera prin
ipalement i
i. Cela n�e
essite quelques am�enagements : On 
onsid�ere,sur l'ensemble des entiers impairs et non divisible par 3, not�e � = 6Z+ f1; 5g,la transformation suivante :T (x) = 3x+ 12k(x) o�u k(x) est tel que T (x) soit de nouveau impair.Remarque : on a 
hoisi la transformation T 
ar elle permet de supprimertoutes les parties lin�eaires de la traje
toire d'un entier, qui ne sont pas probl�e-matiques pour la 
onvergen
e des suites fT �(k)(x); k � 0g et qui rallongent lessequen
es.D'autre part, il est naturel d'introduire l'ensemble � 
ar la traje
toire de toutentier naturel, sous la tranformation initiale T �, �nit par passer dans � et yrester 
ar � est stable par T .On d�e�nit par analogie �1(x), le temps d'arrêt total de la suite �T (k)(x)�k�0 et�(x) son temps d'arrêt partiel. La d�e�nition de t(x) peut s'�e
rire indi��erammentave
 T � ou T . 2



La tranformation T n'est pas manipulable fa
ilement en raison de la 
ottan
ede k(x), on introduit alors la famille de transformations (Tk)k�1 donn�ee par :Tk(x) = 3x+ 12kEn exploitant 
ette famille de di��erentes mani�eres, on aboutit �a plusieursr�esultats :� En 
onsid�erant les transformations inverses fBa = T�1a ; a � 1g, on obtientune borne inf�erieure pour les ensembles �(x) des nombres inf�erieurs �a xqui v�eri�ent la 
onje
ture de Syra
use,� On stru
ture l'ensemble � en 
ara
t�erisant les �el�ements auxquels appliquerTm revient �a appliquer Tkm Æ :::ÆTk2 ÆTk1(x) quand (k1; : : : ; km) sont �x�es.On notera Tkm Æ ::: Æ Tk2 Æ Tk1 = Tk1;:::;kmC'est le 2i�eme point qui va permettre, en 
onsid�erant les entiers ki 
omme desvariables al�eatoires, d'obtenir la relation entre traje
toires longues et mouve-ment brownien.2 R�esultats partiels sur �(x) et �1(x)2.1 A propos du temps d'arrêt partielSi le 
omportement de �1(x) est diÆ
ile �a �etablir, on a, en revan
he, un r�esultat
ons�equant sur �(x) qui est un temps d'arrêt beau
oup moins 
ontraignant que�1(x). Ce r�esultat est dû �a R. Terras.Th�eor�eme 2.1L'ensemble fx 2 �; �(x) <1g est de mesure pleine dans �La d�emonstration initiale est assez fastidieuse et fait intervenir plusieurs no-tions et notations lourdes. Je donnerai plus loin dans le texte 2 d�emonstrationsall�eg�ees grâ
e aux r�esultats obtenus entre-temps.2.2 A propos du temps d'arrêt totalTh�eor�eme 2.2.1 Il existe une 
onstante 
 > 0 telle que, pour x suÆsammentgrand, �(x) = #fn � x; �1(n) <1g > x
On d�e�nit pour a 2 N et n 2 Q , la fon
tion :Ba(n) = 2an� 133



Pour une suite ordonn�ee inversement (ak; ak�1; : : : ; a1) , on pose :Bak;:::;a1(n) = Bak (Bak�1;:::;a1(n)) = 2akBak;:::;a1(n)� 13 (1)I
i, Ba(n) est rationnel et pas for
�ement entier. Le but est alors de trou-ver des 
onditions sur les suites (ak; ak�1; : : : ; a1) pour que les traje
toires(1; Ba1(1); Ba2;a1(1); : : : ; Bak;:::;a1(1); : : :) soient 
ompos�ees uniquement par desentiers, puis en minorant le nombres de telles suites, d'arriver �a une minorationde �(x).Lemme 2.2.2 Si n 2 N est impair et Bak;:::;a1(n) est entier, alors :80 � i � k;Bai;:::;a1(n) est un entier impairet on a T (Bai+1;:::;a1(n)) = Bai;:::;a1(n) et T (Ba1(n)) = nDe plus, si m = Bak;:::;a1(1) et a1 > 2, �1(m) = k et la traje
toire de m est :(m;Bak�1;:::;a1(1); Bak�2;:::;a1(1); : : : ; Ba1(1); 1)Preuve du lemme : Supposons que pour un 
ertain i tel que 1 < i �k;Bai;:::;a1(n) soit entier. (1) donne que 2ai�1Bai�1;:::;a1(n) est aussi un entier.Mais par 
onstru
tion,Bai�1;:::;a1(n) est un nombre triadique d'ordre au plus(i � 1), il peut don
 s'�e
rire : Bai�1;:::;a1(n) = y3i�1 o�u y est entier puisque nl'est. Comme 2 et 3 sont premiers entre eux, il en d�e
oule queBai�1;:::;a1(n) estaussi entier. Par r�e
urren
e, on trouve que pour tout 1 � i < k;Bai;:::;a1(n) estentier. D'autre part, 3Bai;:::;a1(n)+1est pair don
 Bai�1;:::;a1(n) est impair. Lad�e�nition de T donne la premi�ere partie du lemme.Pour v�eri�er la deuxi�eme partie du lemme, il suÆt de voir que la traje
toirede m ne tombe pas sur 1 avant le temps k. 
'est �a dire qu'au
un Bai;:::;a1(1)pour i > 1 n'est �egal �a 1. puisque 1 est point �xe de T , il suÆt don
 de voirque Ba1(1) 6= 1, 
e qui est vrai du moment que a1 > 2. �On 
onsid�ere l'ensemble des suites (ak; ak�1; : : : ; a1) d'entiers ave
 a1 > 2,not�e G qui v�eri�ent les 
onditions de 
ongruen
es qui suivent :2a1 = 1 mod 36= 1 mod 92aiBai�1;:::;a1(1) = 1 mod 3 i = 2::k � 16= 1 mod 92akBak�1;:::;a1(1) = 1 mod 3Lemme 2.2.3 Si on 
onsid�ere l'emsemble des entiers impairs qui v�eri�ent la
onje
ture de Syra
use : S = fm 2 (2N� + 1); �1(m) <1gAlors, pour tout �el�ement m de S, il existe une unique suite de (ak; : : : ; a1)dans G telle que m = Bak;:::;a1(1). 4



Preuve du lemme : On va d'abord voir que si Bak ;:::;a1(1) est un entiertel que �1(Bak;:::;a1(1)) = k si et seulement si la sequen
e (ak; ak�1; : : : ; a1)estdans G :Si x = Bak;:::;a1(1) est un entier et �1(Bak;:::;a1(1)) = k le lemme pr�e
�edent,les Bai;:::;a1(1) forment la traje
toire de x, et 
omme Ba1 6= 1, il vient a1 > 2.la relation (1) donne :3:Bai;:::;a1(1) = 2ai�1Bai;:::;a1(1)� 1En passant modulo 3, on obtient les 
onditions de 
ongruen
e modulo 3. Pourles 
ongruen
es modulo 9, on se sert de la même relation, it�er�ee 2 fois pour2 � i � k � 1 : 9:Bai+1;:::;a1(1) = 2ai+1+a1Bai;:::;a1(1)� 2ai+1 � 3Si on passe modulo 9 :2ai+1+a1Bai;:::;a1(1)� 2ai+1 � 3 = 0 mod 9Si 2a1Bai;:::;a1(1) = 1 mod 9, il vient : 3 = 0 mod 9 
e qui est absurde. don
la sequen
e (ak; : : : ; a1) est dans G. Inversement, si (ak; : : : ; a1) est dans G, laderni�ere 
ongruen
e implique que Bak;:::;a1(1) est un entier et le lemme pr�e
edentmontre qu'il est de temps d'arrêt total k.Soit maintenant m 2 (2N� + 1), on d�e�nit la s�equen
e suivante :Pour 1 � i � �1(m)ai = k(T �1(m)�i(m))o�u k(x) est donn�e dans la d�e�nition de T : T (x) = 3x+12k(x) .Par 
onstru
tion, on a alors m = Ba�1(m);:::;a1(1). don
, 
e qu'on vientde faire implique que (a�1(m); : : : ; a1) est dans G. Pour montrer l'uni
it�e, siil existe une autre suite (bk; : : : ; b1) 2 G telle que m = Bbk;:::;b1(1), le lemmepr�e
edent donne que k = �1(m). Et puisque la fon
tion T est bien d�e�nie, ilvient tout de suite que pour tout i, bi = ai. Cela 
on
lut la d�emonstration.�Lemme 2.2.4 Pour z > 0,#((ak; : : : ; a1) 2 G; kXi=1 ai < z) � �z � 23k �kPreuve du lemme : On va se restreindre aux s�equen
es de G qui v�eri�ent :a1 � 2 � z � 1k et ai � z � 1k ; i = 2::kPuisque 2a1 = 1 mod 3& 6= 1 mod 9, don
 2a1 = 4 ou 7 mod 9. Dans des s�eriesde 6 entiers (plus grands que 2) 
ons�e
utifs, au moins 2 
onviennent 
ar 2 estd'ordre 6 modulo 9 et 4 et 7 font partie de l'orbite < 2p mod 9; p � 0 >, don
le nombres de 
hoix possibles pour a1 est au moins z�26k . Une fois a1 
hoisi,puisque 2a2Ba1 = 4 ou 7 mod 9, on a aussi au moins 2 solutions possibles parmi6 entiers 
ons�e
utifs, et don
 le nombres de 
hoix possibles pour a2 est aussi :z�26k . De pro
he en pro
he, on obtient le r�esultat du lemme.�5



Lemme 2.2.5 Soit �h(x) le nombre d'entiers m � x, impairs et de tempsd'arrêt total �egal �a h. On a :Il existe r et x0 deux 
onstantes r�eelles positives ind�ependantes de h tellesque : Pour x > max(x0; 2s=r); �h(x) > (log2(xr))hh!Preuve du lemme : Puisque Bak;:::;a1(1) < 2ak+:::+a1=3k (se montrerfa
ilement par r�e
urren
e), en utilisant le lemme (2.2.3), il vient que �h(x) est aumoins �egal au nombres de s�equen
es de G de longueur h telles que a1+ : : :+ah �log2(3hx).Le lemme pr�e
edent donne don
 :�h(x) � � log2 3hx� 23h �hEn minorant "grossi�erement" :�h(x) � � log2 3hx=4� 2h3h �hSoit x0 tel que pour x > x0; x1=2 < x=4, Soit 0 < r < 1 tel que :0 < 3re < r log2(3=16) + 1=2Un tel r existe 
ar �12:(log2(3=16)�3e) � 0:0473042.Supposons x > max(x0; 2h=r). on a alors :r log2 x > hxr log2(3=4) < 3hLa deuxi�eme in�egalit�e s'obtient 
ar r log(3=4) < 0 et x > 2h=r. Il suit :�h(x) � � log2 3hx1=2 � 2r log2 x3h �h�h(x) � � log2 xr log2(3=4)+1=2 � 2r log2 x3h �h�h(x) � � log2 xr log2(3=4)+1=2�2r3h �hPuisque 2 = log2 4 on trouve :�h(x) � � log2 xr log2(3=16)+1=23h �h6



En remarquant que la formule de Stirling nous donne hh < h!eh, d'o�u :�h(x) � 1h! ��r log2(3=16) + 1=23er � log2 xr�het la 
ondition sur r permet de 
on
lure la d�emonstration :�h(x) � 1h! (log2 xr)h �D�emonstration du th�eor�eme (2.2.1) :On utilise le r�esultat d'analyse suivant :limt!1 e�t Xu�bt
;u2N� tuu! = 12En tenant 
ompte des lemmes pr�e
edents, il existe r > 0 et x0 > 0 tels que pourx > x0, on a : �(x) = Xh2N� �h(x) � br log2 x
Xh=1 1h! (log2 xr)hDu r�esultat d'analyse 
i-dessus, on d�eduit alors que pour tout " > 0, il existex1 > x0 tel que pour tout x > x1,�(x) > (1=2� ")er log2 x:Ainsi, pour 0 < 
 < rln 2 , �(x) > x
 �La m�ethode de d�emonstration que j'expose i
i est la d�emonstration initialedu th�eor�eme, donn�ee par R. E. Crandall. Voir [C℄. Elle ne pr�e
ise pas la
onstante 
. A
tuellement, la meilleure 
onstante qui mar
he est 0.84 (obtenuegrâ
e �a une appro
he qui utilise de la programmation lin�eaire. Voir [K L℄. Unaxe de re
her
he 
onsiste �a montrer que �(x) > x1�"(x) o�u "(x) ! 0 lorsquex! +1.3 Le Th�eor�eme de Stru
tureOn a � = f6p + "; p � 0; " = 1 ou 5g. On note �(k1; ::: ; km; ") l'ensembledes �el�ements de � du type 6p + " tels que Tm(x) = Tk1;:::;km) On appellera
m(x) = (k1; ::: ; km) la m-traje
toire de x.Le th�eor�eme de stru
ture est �a la base du mod�ele probabiliste auquel nousallons nous int�eresser. Il pr�e
ise en fait l'observation suivante :Si x = 6p + " et y = 6q + " sont de m-traje
toire (k1; ::: ; km), alors q =p mod 2k1+:::+km et que si T (m)(x) = 6p0 + Æx et T (m)(y) = 6q0 + Æy alorsÆx = Æy et p0 = q0 mod 3m. 7



Sur un exemple :On observe le d�ebut des traje
toires de 11, 23 et 55 : on a :T(11) = (11; 17; 13; : : :);T(23) = (23; 35; 53; : : :);T(55) = (55; 83; 125; : : :)
2(11) = (1; 2); 
2(23) = (1; 1) et 
2(55) = (2; 2).Si on �e
rit 11 = 6 � 1 + 5; 23 = 6 � 3 + 5 et 55 = 6 � 8 + 5, on a bien :1 = 3 = 9 mod 21 et par 
ontre 1 6= 8 mod 23 et 1 6= 3 mod 23En �e
rivant : 17 = 6 � 2 + 5 et 35 = 6 � 5 + 5, on a bien :2 = 5 mod 3Th�eor�eme 3.1 Soient m; k1; ::: ; km des �el�ements de N� et " dans f1; 5g don-n�es. il existe un entier qm = qm(k1; ::: ; km; ") dans [0; 2k1+::+km � 1℄ tel que :�(k1; ::: ; km; ") = f6 � (2k1+:::+kmt+ qm) + "; p � 0gOn a, de plus,l'existen
e d'un entier rm = rm(k1; ::: ; km; ") dans [0; 3m� 1℄ etÆm = Æm(k1; ::: ; km; ") dans f1; 5g tel que :T (m)(�(k1; ::: ; km; ")) = �m(rm; Æm)ave
 �m(rm; Æm) = f6 � (3mt+ rm) + Æm; p � 0gCes 2 ensembles �etant en bije
tion par l'interm�ediaire de t.Remarque :Ce th�eor�eme montre que l'ensemble des �el�ements de � de m-traje
toire �x�ee est en fait l'union (sur ") de 2 progressions arithm�etiques depas 6 � 2k1+:::+km .Il existe une forme plus g�en�erale de 
e th�eor�eme qui s'�etend aux transforma-tions (d; g; h). I
i, 
'est le 
as parti
ulier de la transformation (2,3,x 7! x mod 2)(Voir la th�ese de A. Kontorovi
h [K℄). Cette d�emonstration ne pr�esente pas dediÆ
ult�es majeures mais est assez fastidieuse 
ar les notations sont lourdes.Preuve :La d�emonstration se fait par r�e
urren
e sur m.Conventions : pour m; k1; ::: ; km; " donn�es, On notera k =Pmi=0 ki.Soit x 2 �(k1; ::: ; km; "), on note y = T (m)(x). on pose :x = 6 � (2kt+ q) + " ave
 q 2 [0; 2k � 1℄y = 6 � (3ms+ r) + Æ ave
 s 2 [0; 3m � 1℄ et Æ 2 f1; 5gC'est toujours possible puisque x et y sont dans � et grâ
e �a la division eu
li-dienne, on a l'uni
it�e des entiers t; q; s; r et Æ. Il reste don
 �a voir que s = t et queq, r et Æ ne d�ependent pas de x mais uniquement des donn�eesm; k1; ::: ; km; et ".8



Initialisation : 
as m = 1 :Soient k 2 N� et " 2 f1; 5g. on a :x = 6 � (2kt+ q) + " ave
 q 2 [0; 2k � 1℄y = 6(3s+ r) + Æ ave
 s 2 [0; 2℄ et Æ 2 f1; 5gPar d�e�nition de x et y, 2ky = 3x+ 1, don
, on obtient :2k(6 � (3s+ r) + Æ) = 3:(6:(2kt+ q) + ") + 19 � 2k+1s+ (3 � 2k+1r + 2kÆ) = 9 � 2k+1t+ (18q + 3"+ 1)Cette �egalit�e permet, grâ
e �a l'uni
it�e du quotient et du reste de la divisioneu
lidienne par 9 � 2k, de montrer : s = tet 3 � 2k+1r + 2kÆ = 18q + 3"+ 1: (2)Il suÆt pour 
ela de montrer que les 2 parties de l'�egalit�e (2) sont inf�erieures�a 9 � 2k � 1 (pour plus de fa
ilit�e, se servir des in�egalit�es dont on dispose sousles formes suivantes : q � 2k � 1; " � 6� 1; r � 3� 1; Æ � 6� 1).On va �a pr�esent 
ara
t�eriser le triplet (q; r; Æ) ind�ependamment de t et don
ind�ependament de x : Æ �etant enti�erement d�etermin�e lorsqu'on le 
onnâ�t modulo3, l'�egalit�e (2) donne, modulo 3 :2kÆ = 1 mod 3puisque 2 est son propre inverse modulo 3, on obtient :Æ = 2k mod 3 (3)Don
 Æ est bien ind�ependant de t et don
 de l'entier 
hoisi dans�(k1; : : : ; km; ").Æ �etant d�etermin�e, on va maintenant d�eterminer le 
ouple (q; r). R�earran-geons (2) : 6:2kr � 6 � 3q = 3"+ 1� 2kÆLe se
ond membre de 
ette �egalit�e est don
 divisible par 6 :3q � 2kr = 2kÆ � 3"+ 16 (4)La deuxi�eme partie de (4) ne d�epend plus de t don
 de x. 2k et 3 �etant pre-miers entre eux, on peut appliquer le lemme 
hinois,et don
, il existe un unique
ouple d'entiers (q; r) dans [0; 2k� 1℄� [0; 2℄, ind�ependant de x dans �(k; ") quiv�eri�e (4). Cela 
on
lut l'initialisation.9



pour m > 1, passage de m� 1 �a m :On suppose le r�esultat vrai pour les m� 1-traje
toires.Soit x dans �(k1; ::: ; km; ") On pose k =Pm�1i=1 ki. On a don
 :x = 6 � (2k+kmtm + qm) + " ave
 qm 2 [0; 2k+km � 1℄y = T (m)(x) = 6(3msm + rm) + Æm�1 ave
 sm 2 [0; 3m � 1℄ et Æm 2 f1; 5gPuisque x est dans �(k1; ::: ; km; "), il est aussi dans �(k1; ::: ; km�1; ").L'hypoth�ese de r�e
urren
e nous donne : il existe un triplet (qm�1; rm�1; Æm�1qui d�epend uniquement de (k1; ::: ; km�1; ") ainsi que 2 entiers tm�1 et sm�1tels que : x = 6 � (2ktm�1 + qm�1) + " ave
 qm�1 2 [0; 2k � 1℄z = T (m�1)(x) = 6(3m�1sm�1 + rm�1) + Æm�1ave
 sm�1 2 [0; 3m�1 � 1℄ et Æm�1 2 f1; 5gMais on a aussi y = T (m)(x) = Tkm(z), don
 2kmy = 3z + 1. Il vient alors :2km(6 � (3msm + rm) + Æm) = 3 � (6 � (3mtm�1 + rm�1) + Æm�1) + 16 �3m �2kmsm+(6 �2kmrm+2kmÆm) = 6 �3m�1tm�1+(18rm�1+3Æm�1+1) (5)Puisque x = 6 � (2k+kmtm + qm) + " = 6 � (2ktm�1 + qm�1) + ", en posanttm�1 = 2kmt(1)m + t(2)m o�u t(2)m 2 [0; 2km � 1℄,x+ "6 = 2k+kmtm + qm = 2k+kmt(1)m + 2kmt(2)m + qm�1or 2kmt(2)m + qm�1 � 2k+km � 1, don
, par uni
it�e du quotient et du reste de ladivision eu
lidienne par 2k+km , on obtient alors :tm = t(1)m et qm = 2kmt(2)m + qm�1En inje
tant 
es r�esultats dans(5) :6�3m�2kmsm+6�2kmrm+2kmÆm = 6�3m�1�2kmtm+6�3mt(2)m +18rm�1+3Æm�1+1Cette �egalit�e permet, grâ
e �a l'uni
it�e du quotient et du reste de la divisioneu
lidienne par 6:3m:2k, de montrer :sm = tmet 6 � 2kmrm + 2kmÆm = 6 � 3mt(2)m + 18rm�1 + 3Æm�1 + 1: (6)Il suÆt pour 
ela de montrer que les 2 parties de l'�egalit�e (6) sont inf�erieures�a 6 � 3m � 2km � 1 (pour plus de fa
ilit�e, se servir des in�egalit�es dont on disposesous les formes suivantes : t(2)m � 2km � 1; Æm � 6 � 1; rm � 3m � 1; rm�1 �3m�1 � 1; Æm�1 � 6� 1).Æm �etant enti�erement d�etermin�e lorsqu'on le 
onnâ�t modulo 3, l'�egalit�e (6)donne, modulo 3 : 2kmÆm = 1 mod 3. 10



Puisque 2 est son propre inverse modulo 3, on obtient :Æm = 2km mod 3 (7)Don
 Æm est bien ind�ependant de tm et don
 x 
hoisi dans �(k1; ::: ; km; ").Æm �etant d�etermin�e, on va maintenant d�eterminer le 
ouple (qm; rm). R�ear-rangeons (6) :6 � 2kmrm � 6 � 3mt(2)m = 18rm�1 + 3Æm�1 + 1� 2kmÆmLe se
ond membre de 
ette �egalit�e est don
 divisible par 6 :2kmrm � 3mt(2)m = 18rm�1 + 3Æm�1 + 1� 2kmÆm6 (8)La deuxi�eme partie de l'�egalit�e (8) est enti�erement d�etermin�ee par k1; ::: ; kmet " grâ
e �a l'hypoth�ese de r�e
urren
e et l'�equation (7). 2km et 3m �etant pre-miers entre eux, on peut appliquer le lemme 
hinois,et don
, il existe un unique
ouple d'entiers (t(2)m ; rm) dans [0; 2km � 1℄ � [0; 3m℄, ind�ependant de x dans�(k1; ::: ; km; "). Puisque qm = 2kmt(2)m + qm�1, qm est dans [0; 2k+km � 1℄ etest ind�ependant de l'entier x. Cela 
lôt la r�e
urren
e. �En r�esum�e, on a :8>><>>: Æm = 2km mod 3qm = 2kmt+ qm�1ave
 t < 2km et rm < 3m v�eri�ant :2kmrm � 3mt = 18rm�1+3Æm�1+1�2km Æm6en posant, pour m = 1 : Æ0 = " et r0 = 0.4 Premi�eres 
onsequen
es du th�eor�eme de stru
tureCadre : On 
onsid�ere X0 une variable al�eatoire de loi uniforme sur �. A partirdeX0, on pose :Xi = T (i)(X0) E = X0 mod 6 et 
m(X0) = (K1; ::: ;Km):On se pla
e dans l'espa
e probabilis�e � muni de la tribu dis
r�ete et de la mesurede probabilit�e P� d�e�nie naturellement �a l'aide dePN�(A) = limn!1 1n#fA \ [1; n℄g lorsque 
ette limite existe.4.1 Les entiers (ki)i=1::m vus 
omme variables al�eatoiresProposition 4.1.1 Les variables al�eatoires (Ki)i=::m sont ind�ependantes et deloi g�eom�etrique 1=2. 11



D�emonstration :On 
onsid�ere la progression arithm�etique �(k1; ::: ; km; "), ave
 k1; ::: ; km,et " arbitrairement 
hoisis.P�(�(k1; ::: ; km; ")) = 1PN�(�) �PN(�(k1; ::: ; km; "))Ces probabilit�es existent 
ar on 
onsid�ere des progressions arithm�etiques de pas�xes.P�(�(k1; ::: ; km; ") = P�(K1 = k1; ::: ;Km = km; E = ") = 13 : 16:2Pmi=1 kiOn obtient : P�(K1 = k1; ::: ;Km = km) = 12Pmi=1 kiDe plus, P�(Ki = ki) = Xm;kj ;j 6=i;j=1::mP�(K1 = k1; ::: ;Km = km)= Xm;kj ;j 6=i;j=1::m 12Pmi=1 ki :don
, P�(Ki = ki) = 12ki Xp�1 12p = 12kiAinsi, les variables (Ki)i=1::m sont ind�ependantes et identiquement distribu�eesde loi g�eom�etrique surN� de param�etre 1=2. �Le th�eor�eme 
entral limite donne :Pmi=1 ki � 2mp2m 
onverge en loi, lorsque m �!1 vers N(0; 1)(puisque E�(Ki) = 2 et Var�(Ki) = 2) On a aussi, en parti
ulier :8k � m;P�(K1 + :::+Km = k) = Cm�1k�1 � 12k (9)La loi des Ki; i � 1 permet de montrer que l'ensemble des �el�em�ents dontla traje
toire est 
y
lique non triviale est de mesure nulle. et don
, presquesûrement, on n'a plus que 2 possibilit�es pour les traje
toires : 
onvergentes oudivergentes.4.2 Con
ernant les 
ouples (rm; Æm). . .La suite (ri; Æi)i=1::m peut aussi être vue 
omme la traje
toire d'une variableal�eatoire, d�e�nie �a partir des variables K1; :::;Km, et ".On note �m(k1; :::; km; ") = (rm; Æm): On a :Si 8i � m;T (i)(�(k1; ::: ; km; ")) = �j(ri; Æi); alors �i(k1; :::; ki; ") = (ri; Æi):12



On se pose plusieurs questions :� Si un 
ouple (r; Æ) 2 [0; 3m℄� f1; 5g donn�e a un ant�e
�edent par Tk1;:::;km ,quel lien y a-t-il entre (r; Æ) = (rm; Æm) et (rm�1; Æm�1) ?� Y a-t-il des ant�e
�edents pour tous les 
ouples (rm; Æm) ?Ces 2 questions ne sont pas r�esolues mais il existe des pistes �a exploiter.4.2.1 Liens entre (rm; Æm); (rm�1; Æm�1) et kmOn va 
her
her des relations entre rm; Æm et Æm�1 qui vont nous permettred'obtenir des informations sur rm�1 et km. En reprenant l'�equation (5) :6 � 3m � 2kmsm + 6 � 2kmrm + 2kmÆm = 6 � 3m�1tm�1 + 18rm�1 + 3Æm�1 + 1En passant 
ette �egalit�e modulo 6, on obtient : 2kmÆm = 3Æm�1 + 1 mod 6.D'autre part, on a 2km = Æm mod 3, on peut don
 �e
rire : 2km = Æm + 3a(1)m .a(1)m doit être impair 
ar sinon, Æm devrait aussi être pair, 
e qui est impossible,vu qu'il est dans f1; 5g. on �e
rira don
 a(1)m = 2a(2)m + 1. Ainsi,2kmÆm � 3Æm�1 � 16 = Æm(Æm + 3a(1)m )� 3Æm�1 � 16 = Æma(1)m � Æm�12En gardant les mêmes notations que 
elles de la d�emonstration du th�eor�emede stru
ture, en inje
tant 
e nouveau r�esultat dans (8) :2kmrm � 3mt(2)m = 3rm�1 � Æma(1)m � Æm�12 (10)Don
, si on se donne r �m, km doit v�eri�er :2km = Æm�1 � Æma(1)m2 mod 3 (11)On a vu que a(1)m �etait impair : a(1)m = 2a(2)m +1. On pose a(2)m = 3a(3)m +a(4)m (pardivision eu
lidienne par 3). On a, en parti
ulier, si Æm est �x�e, a(1)m ; a(2)m ; a(3)m ; eta(4)m ne d�ependent que de km, et on a :2km = Æm + 3 + 18a(3)m + 6a(4)m (12)En posant rm = 3r(1)m + r(2)m (par division eu
lidienne par 3). En tenant 
omptede 
es d�e
ompositions, (11) devient, modulo 3 :Æmr(2)m + Æma(4)m + Æm � Æm�12 = 0 mod 3r(2)m + a(4)m + 1� ÆmÆm�12 = 0 mod 3 (13)13



Con
lusions : Si rm, Æm et Æm�1 sont donn�es, alors :km est 
onnu modulo 18 : Æm donne la parit�e de km, rm donne r(2)m et (13)donne a(4)m et on prend ensuite (12) modulo 18.rm�1 est aussi d�etermin�e si on "
onnait" suÆsamment km pour avoir lavaleur de a(2)m 
ar (8), (12) et (13) donnent l'�egalit�e :rm�1 = 2kmr(1)m + a(2)m Æm + Æm � Æm�12 � 3m�1t(2)m4.2.2 Les ensembles ��1m (rm; Æm)Le 
ouple (rm; Æm) peut prendre 2�3m valeurs, d'autre part, le nombre de (m+1)-uplets (k1; :::; km; ") vaut en moyenne 22m (en utilisant E�(Ki) = 2), on peutalors penser que ��1m (rm; Æm) 
ontient en moyenne 22m � 3m valeurs.Ave
 les mêmes notations que dans le paragraphe (4.2.1),on pose :
(km; Æm; Æm�1) = �a(1)m Æm � Æm�12 = 3Æm�1 + 1� 2kmÆm6Pour km grand, on a : 
(km; Æm; Æm�1) � �2kmÆm6Ces entiers vont nous aider �a mettre en relation rm et qm = qm(k1; :::; km; ")quand (k1; :::; km; ") est dans ��1m (rm; Æm), par l'interm�ediaire deRm = rm3m et Qm = qm2k1+:::+kmEn reprenant l'�equation (10), divis�ee par 3m,2kmRm � t(2)m = Rm�1 + 
(km; Æm; Æm�1)3mD'o�u, Rm = Rm�12km + t(2)m2km + 
(km; Æm; Æm�1)3s:2kmEn it�erant, on obtient :Rm = t(2)m2km + t(2)m�12km+km�1 + : : :+ t(2)12k1+:::+km + 13m mXs=1 3m�s
(ks; Æs; Æs�1)2ks+:::+kmSi (k1; :::; km; ") est dans ��1m (rm; Æm), grâ
e au th�eor�eme de stru
ture et ala d�e�nition des (t(2)i )i=1::m, on a :qm = 2km�1+:::+k1 t(2)m + 2km�2+:::+k1t(2)m�1 + : : :+ t(2)114



Il vient : Qm = t(2)m2km + t(2)m�12km+km�1 + : : :+ t(2)12k1+:::+kmet don
 : Rm �Qm = 13m mXs=1 3m�s
(ks; Æs; Æs�1)2ks+:::+km (14)Les (ki)i=1::m �etant iid de loi g�eom�etrique de param�etre 1=2, et Æs donn�e par laparit�e de ks,Pms=1 
(ks;Æs;Æs�1)2ks+:::+km 
onverge quand m!1, au moins en probabilit�e
ar E�(
(ks; Æs; Æs�1)2ks+:::+km ) = �2:3(m�s)22(m�s)Ainsi, pour (k1; :::; km; ") dans ��1m (rm; Æm), et pour m!1,�m = Rm �Qm = rm3m � qm2k1+:::+km = O( 13m ) (15)Ainsi, pour m grand, les ant�e
�edents de (rm; Æm) sont �a 
her
her dans les�(k1; ::: ; km; ") dans lesquels le nombre diadique qm=2k1+:::+km est dans unintervalle triadique de bornes en 1=3m pro
he de Rm.Dans la premi�ere version de [S℄, Y. A. Sina�� �etablissait que le nombre de 
ouples(r; Æ) ayant des ant�e
�edents par �m �etait, pourm assez grand, sup�erieur �a 3mm
 ,ave
 
 
onstante n�egative mais sa d�emonstration �etait fausse.4.3 Une premi�ere d�emonstration du th�eor�eme de TerrasJ'ai remani�e la d�emonstration originale du Th�eor�eme de Terras, en gardantle "�l 
ondu
teur" et en tenant 
ompte du Th�eor�eme de stru
ture et de ses
ons�equen
es sur les ki. Cela donne une d�emonstration d�eja un peu plus 
ourteet plus agr�eable que l'originale (
ar permet, par exemple, d'�eviter d'introduirela notion de suites admissibles. voir [T℄), mais elle reste quand même assezlaborieuse. L'int�erêt de 
elle-
i, est qu'on va en fait montrer que � poss�ede, entant que variable al�eatoire d�ependant de X0 dans �, une fon
tion de r�epartitionbien d�e�nie F , donn�ee par :F (k) = limm!+1 1f[1;m℄ \ �g#fx 2 [1;m℄ \ � ; �(x) � kgpuis ensuite montrer que limk!+1 F (k) = 0Lemme 4.3.1 Pour x dans �(k1; ::: ; km; "), On a :Tm(x) = �m � x+ m�1Xp=0 �pO�u �p = 3p2km�p+:::+km pour p = 1::mave
 la 
onvention k0 = 0. 15



Ce r�esultat se montre par r�e
urren
e. C'est assez rapide.On notera �m(x) =Pm�1p=0 �p On introduit pour x dans �, le �-temps d'arrêtde x : �(x) = inffp > 0 tel que �p < 1g� est 
onstant sur �(k1; ::: ; km; ") mais on a mieux, 
ar � ne d�epend en faitque de la somme partielle S� (x) =P�i=1 ki.De plus, en r�e�e
rivant le r�esultat du lemme pr�e
�edent, on a :T k(x) < x , �m(x)1� �k(x) < x: (16)Th�eor�eme 4.3.2 On a :1. 8x 2 �; �(x) � �(x)2. si �(x) = p, 9M tel que :8y 2 �(k1; ::: ; kp; "(x)) et y � x+M2k1+:::+kp); �(y) = p:Preuve :Premier point : Si �p(x) > 1, l'expression T p(x) = �p(x) � x + �p(x) donneT p(x) > x, don
 si on a �(x) = p, 
'est que �p(x) < 1 et don
, par 
ons�equent,�(x) � p.Deuxi�eme point : Si �(x) = p, on a 8y 2 �(k1; ::: ; kp; "(x)); �(y) = p. Onpose �(x) = �p(x)1��p(x) . La fon
tion � est 
onstante sur �(k1; ::: ; kp; "(x)). SoitM tel que �(x) < x+M2Sp(x). on a alors,8r �M;�(x) = �(x + r2Sp(x) < x+M2Sp(x) < x+ r2Sp(x)Grâ
e �a (16), on a don
 T p(x+ r2Sp(x)) < x+ r2Sp(x). De plus,�(x+ r2Sp(x)) � p, puisque �(x + r2Sp(x)) = p, la premi�ere partie du th�eor�emedonne que �(x+ r2Sp(x)) = p. �Notation : On pose :P�[� = p℄ = limm!1 1#f[1;m℄ \�g#fx 2 [1;m℄ \�; �(x) = pgCette limite existe bien 
ar la fon
tion � est 
onstante sur les progressions arith-m�etiques �(k1; ::: ; km; "). On d�e�nit naturellement par sommation P�[� � p℄.Cons�equen
e 4.3.3 Pour tout p � 0,F (k) = limm!+1 1f[1;m℄ \ �g#fx 2 [1;m℄ \ � ; �(x) � kgexiste bien et vaut P�[� � p℄ 16



Preuve : Le premier point du th�eoreme pr�e
�edent, implique que les en-sembles fx 2 �; �(x) = pg et fx 2 �; �(x) = pg ne peuvent di��erer d'au plusd'un nombre �ni de points. On a don
 :limm!+1 1f[1;m℄ \ �g#fx 2 [1;m℄ \ � ; �(x) � kg = P�[� � p℄ �On va en�n montrer que limk!1 F (k) = 0. Par d�e�nition de � , on a :P�[� � p℄ = limm!1 1#f[1;m℄ \ �g#fx 2 [1;m℄ \ �;8i � p� 1; �i(x) > 1gEn utilisant la d�e�nition de �p, on obtient l'�equivalen
e :�p > 1, ln 3 � p > ln 2 mXk=m�p kiIl vient alors : P�(�p > 1) = P��Km�p + :::+Km < ln 3ln 2p�Pour se donner une id�ee, ln 3ln 2p � 1:5849625� p et E�(Km�p + :::+Km) = 2p.Grâ
e �a (9), on a : P�(�p > 1) = b ln 3ln 2p
Xk=p Cp�1k�1 12kEn majorant dans la somme Cp�1k�1 par Cpb ln 3ln 2 p
 et 12k par 12p , en utilisant laformule de Stirling et en appro
hant b ln 3ln 2p
 par ln 3ln 2p, on obtient, pour p tendantvers l'in�ni : pCpb ln 3ln 2p
 12p � 1p2�r ln 3 � pln 3� ln 2 exp (��p)O�u � = ln 2 + ln 3�ln 2ln 2 ln ln 3�ln 2ln 2 � 0:3794859. Ainsi,limp!1P�(�p > 1) = 0:Ce qui 
on
lut la d�emonstration du th�eor�eme de Terras.
17



5 Traje
toires longues et mouvement brownienOn supposera dans la suite que m est assez grand.Th�eor�eme 5.1 Soit X0 une variable al�eatoire uniforme sur �,et soit t0 = 0 < t1 < ::: < tp = 1 une partition quel
onque de [0; 1℄,On pose mi = bti:m
 et Xi = T (mi)(X0)Soit Zti = lnXi �mi(2 ln 2� ln 3)p2m: ln 2On a alors, (Zti+1 � Zti) 
onverge en loi vers la loi N(0; ti+1 � ti)En d'autre termes, losrque la traje
toire s'allonge, la longueur des it�er�es serappro
he d'une traje
toire d'un mouvement Brownien d�erivant de 
oeÆ
ientde d�erive �(2 ln 2� ln 3).D�emonstration :On �xe m grand et on se donne x0 dans � suÆsamment grand pour quesa traje
toire soit au moins de longueur m. Cela ne restreint pas les r�esultatspuisqu'on s'interresse �a des r�esultats de densit�e. Grâ
e au th�eor�eme de stru
ture,on obtient que xi = T (mi)(x0) peut s'�e
rire :xi = T (mi)(x) = 6 � (3mi2kmi+:::+km)tm + r) + ÆmiO�u r est dans [0; 3mi2kmi+1+:::+km � 1℄. En e�et,x = 6 � (2k1+:::+kmtm + qm) + " ave
 qm 2 [0; 2k1+:::+km � 1℄x = 6 � (2k1+:::+kmi tmi + qmi) + " ave
 qmi 2 [0; 2k1+:::+kmi � 1℄En faisant la division eu
lidienne de tmi par 2kmi+1+:::+km :tmi = 2kmi+1+:::+kmt1 + t2 o�u t2 � 2kmi+1+:::+km � 1On aboutit �a l'�egalit�e :2k1+:::+km(t1 � tm) = qm � qmi � 2k1+:::+kmi t2 (17)La deuxi�eme partie de (17) est dans l'intervalle [�2k1+:::+km+1; 2k1+:::+km�1℄ et doit être divisible par 2k1+:::+km , elle est don
 nulle. Ainsi tm = t1 ettmi = 2kmi+1+:::+kmtm + t2. D'apr�es le th�eor�eme de stru
ture, on a alors :xi = T (mi)(x) = 6 � (3mi2kmi+:::+kmtm + 3mit2 + rmi) + Æmiet r = 3mit2 + rmi est bien dans [0; 3mi :2kmi+1+:::+km � 1℄. D'o�u :ln(xi) = mi ln 3 + (kmi+1 + :::+ km) ln 2 + ln tm +O(1)18



Puisqu'on s'interresse aux traje
toires longues, on suppose que xi est grand,don
 tm l'est aussi, en parti
ulier, par rapport �a r. Ainsi, O(1) n'est pas vrai-ment n�e
essaire. on �e
rit don
 :ln(xi)�mi ln 3 + (kmi+1 + :::+ km) ln 2 = ln tmln(xi+1)�mi+1 ln 3 + (kmi+1+1 + :::+ km) ln 2 = ln tmEn 
ombinant 
es 2 �egalit�es :ln(xi+1)� ln(xi)� (mi+1 �mi):(ln 3� 2 ln 2)p2(mi+1 �mi) ln 2= kmi+1 + :::+ kmi+1 � 2:(mi+1 �mi)p2(mi+1 �mi) (18)Si on passe maintenant en terme de Variables al�eatoires et qu'on fait tendre mvers l'in�ni, la premi�ere partie de (18) devient Zti+1�Ztipti+1�ti , en tenant 
ompte dufait que (mi+1 �mi) � (ti+1 � ti)m. Puisque les (Ki)i=1::m sont ind�ependants,
es a

roissements sont ind�ependants et en utilisant le th�eor�eme 
entral limitesur la deuxi�eme partie de (18), on a alors le r�esultat demand�e :Zti+1 � Ztipti+1 � ti 
onverge en loi vers la loi N(0; 1) �En parti
ulier, pour la partition triviale, on obtient, lorsque m ! 1, pourles traje
toires longues de point de d�epart grand,ln(Tm(X0)) � ln(X0)�m(2 ln 2� ln 3) +N(0; 2m(ln 2)2) (19)Cons�equen
e : une autre d�emonstration du th�eor�eme de TerrasGrâ
e au r�esultat sur le 
omportement brownien des traje
toires longues, onobtient presque imm�ediatement le Th�eor�eme de Terras. En e�et, on a :P(N(0; 2m(ln 2)2) > m(2 ln 2� ln 3)) = P�N �0; 2(ln 2)2m(2 ln 2� ln 3)2� > 1�Lorsque m!1, la loi normale tends vers la mesure de Dira
 
entr�ee, don
, laprobabilit�e 
i-dessus tends vers z�ero. En utilisant l'�equivalen
e (19), on obtient :limm!1P�(Tm(X0) > X0) = 0or fx 2 �;8n � 0; Tn(x) > xg � fx 2 �; Tm(x) > xg, en passant �a la limitepuis au 
onplementaire, il vient :P�(fx 2 �; 9n � 0; Tn(x) < xg) = 1 �19



Interpr�etation du mod�ele obtenu :La longueur des it�er�es (donn�ee par leur logarithme) se 
omporte lin�eairementen m modulo une loi normale (�equation (19)), 
e qui est un r�esultat assez pr�e
iset qui est en a

ord ave
 la 
onje
ture pour les traje
toires standards dans lesens probabiliste du terme. Mais le fait que 
ette loi normale soit de varian
eproportionnelle �a m, ne permet pas de 
ontrôler les traje
toires ex
eptionnelles
ar on a seulement :limm!1P(lnXm+k < lnXm) = P�N(0; 1) < 2(ln 2)2k(2 ln 2� ln 3)� > 1=2Ainsi, la suite des logarithmes des it�er�es d�e
rô�t ave
 une probabilit�e sup�erieure�a 1=2. Si 
ela est suÆsant pour donner des informations sur le temps d'arrêtpartiel, il semble que 
e soit insuÆsant pour donner des r�esultats sur le tempsd'arrêt total.6 Con
lusions :Le th�eor�eme de stru
ture est un r�esultat r�e
ent qui permet d'envisager le pro-bl�eme sous un aspe
t probabiliste plus juste, et permet aussi de donner d'autrespreuves, souvent plus a�er�ees, de r�esultats existants. L'arti
le sur lequel je tra-vaillais initialement [S℄ s'appuyait sur 
e th�eor�eme pour obtenir un r�esultat tr�esfort :Il existe une fon
tion "(R) v�eri�ant "(x)! 0 quand R!1, telle que :Si pour tout x < R; �1(x) <1, alors,la densit�e de l'ensemble fy 2 �; �1(y) <1g est sup�erieure �a 1� "(R).La d�emonstration qu'il en donnait 
onsistait �a d�e�nir r�e
ursivement unes�equen
e de segments ayant des bornes en 3m=2k d�ependants des variablesk1; : : : ; km (not�es �mk1;:::;km), dont le segment �nal est 
ontenu dans un inter-valle [1; 2R0℄, R0 �x�e. Ces intervalles sont d�e�nis de mani�ere �a 
e que, pourtout x dans �mk1;:::;km , la progression �(k01; : : : ; k0m; ") �a laquelle x appartientsoit 
ontrôl�ee. Pour un segment initial �0 = [R; 2R℄, on trouve ensuite unestim�e en R du nombre d'�el�ements de �0 qui, apr�es un 
ertain nombre d'it�era-tions, sont dans [1; 2R0℄, en utilisant les suites de segments �mk1;:::;km ordonn�eesinversement.Cette d�emonstration est �eronn�ee 
ar elle se base sur une s�erie de lemmes faux.Cependant, il s'en d�egage un id�ee int�eressante, qui 
onsiste �a m�elanger les 2appro
hes du probl�eme, en utilisant les propri�et�es de la transformation et 
ellesde son inverse.R�ef�eren
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