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Les systémes linéaires comme outil en algébre linéaire...

Avant propos...
Ce petit “fascicule” tente de répondre a la question suivante :
Ou, quand et comment les systéme linaires interviennent en algébre linéaire ?

Il pourra également étre utile pour I’UE de maths fondamentale.

1 Systémes linéaires et familles de vecteurs

On dispose d’une famille n de vecteurs de R™ : vy, vg, ..., v,, dont les coordonnées sont :
ai,1 a12 a3 ain
a1 a2 a2,3 a2,n
U1 = . , U2 = . , U3 = . y oee Up = . ’
am,1 am,2 am,3 Qmn

e Montrer qu’une famille de vecteurs est libre

La famille (v1,v9,...,v,) est une famille libre si, pour (A, Ag,...,\,) € R™,
n
D Awi=0pm = M =dp=-=X, =0
i=1
ajgM + aigAe ...+ aipAy = 0,
aziA1 +  az2Xe ...+ azpAy = O,

« On forme donc le systéme : (Sp) :

am71A1 + am’g)\g ce. 7+ amm/\n = 0.

qui correspond aux m composantes de 1'égalité de vecteurs Y " ;| \jv; = 0, ol les quantités
a; ; sont les coordonnées des vecteurs v; et les A\; sont nos inconnues.

« On résoud le systéme (.Sp).

« On conclut : La famille (vi,v2,...,v,) est libre si et seulement si le systéme (Sp) admet
pour unique solution : Ay = Ay =--- =X\, =0.

Exemple 1: Soit la famille des 3 vecteurs suivants: v; = (1,2,—-1) , vo = (=2,—1,1) et
vy =(—-1,1,-1).

Montrons que cette famille est libre.

On doit montrer que si zv; +yvy + 2v3 =0gs, alors =y =2=0.



Puisque zvi + yvs + 203 = (x + 2y — 2,22 —y + z,—x + y — z) cela revient & montrer que

Ll X — 2y — z = 0,
le systéme (Sp) : Lo 20 — y 4+ 2z = 0, admet pour unique solution le triplet
Ls -z + y - z = 0

(LU,y,Z) = (07070) = OR3 .
On résoud le systéme par pivot de Gauss.

Ly x — 2y — z = 0,
(So) <= Lo+« Ly —2L, 3y + 3z = 0,
L3 — Lg + L -y - 2z = 0,

On conserve la ligne —L3 comme pivot pour y et on fait disparaitre y de la ligne Ls:

Ly x — 2y — =z = 0,
(S()) <~ L2 <— _LS Yy + 2z = O,
L3+ Lo+ 3L3 - 3z = 0,

La ligne L3 donne z =0,

La ligne Ly donne y = —2z =0,

Et enfin la ligne L; donne z =2y +2z=0.

L’unique solution du systéme (Sy) est donc (z,y,z) = (0,0,0).
Les vecteurs vy, w2, v3 forment donc une famille libre.

Exemple 2: Soit la famille des 3 vecteurs: v; = (1,2,—1) , va = (2,—1,1) et v3 = (3,1,0).
Cette famille est-elle libre?

Pour répondre & la question, on doit vérifier que si xv; + yvs + zvg = Ogs, alors x =
y=2z=0. S’il existe d’autres triplet (z,y,z) pour lequel 1l’équation zvi-+yvs+zvz = Ogs
est vérifiée, alors la famille sera liée.

Puisque zvi+yva+zvs = (x+2y+3z,2x—y+2, —x+y) cela revient & chercher les solutions

Ly r + 2y + 3z = 0,
du systéme (Sp): Lo 2r — y + 2z = 0,
Ls - + vy = 0,

Si le systéme (Sp) admet pour unique solution le triplet (x,y,z) = (0,0,0) = Ogs alors
la famille sera libre et s’il en admet une infinité, alors la famille sera liée.
On résoud le systéme par pivot de Gauss.

Ly x + 2y + 3z = 0,
(So) <= Lo+« Ly —2IL, 5y — 5z = 0,
Ly« L3+ L4 3y 4+ 3z = 0,

Les deux derniéres lignes sont proportionnelles. On en supprime une:

L r + 2y + 3z = 0,
(So) — v
Lo y + =z = 0,

On a un systéme a 3 inconnues et 2 équations: il y a donc une infinité de solution.
On passe z en parametre:

L r + 2y = -3z,
(So) = Y
L2 Yy = -z,



Pour z € R fixé, on résoud le systéme: La ligne Lo donne y = —z,

La ligne L; donne z =2z — 3z = —z,

Le systéme (Sp) a donc une infinité de solutions, dont 1’ensemble est {(—z,—z,2) : z € R}.

Par exemple le triplet (z,y,z) =(1,1,—1) est solution de (Sp). On a donc: v;+ve—v3 =0.
La famille formées par les vecteurs v;, v2, vz n’est donc pas une famille libre. Elle

est liée par la relation v; + ve = v3.

e Montrer qu’une famille de vecteurs est génératrice

La famille (v1,ve,...,v,) est une famille génératrice si :

Vu € R™, I(A1, A, An) €R™, u=Y Ay,
i=1

b1
b i .
e On fixe u = . un vecteur générique de R™, puis on forme le systéme
bm,
.
aigM + aigd2 ...+ aipA, = by,
az,l)\l + a272)\2 .+ az,n)\n = by,
(Su) :
am’l)\l + am’g)\g ce. + amm)\n = by,.
qui correspond aux m composantes de l'égalité de vecteurs Y ;" Av; = wu, ou les

quantités a; j sont les coordonnées des vecteurs v; et les \; sont nos inconnues.

Lorsqu’on résoud le systéme (.S,), deux cas de figure peuvent se produire :
« Lors de la résolution du systéme, on arrive & un systéme contenant une ligne du type :

0 = a1by + asbs + ... ambm,

ot les coefficient «; sont des constantes.
Le systéme (S,,) n’aura donc des solutions que si les coordonnées de u vérifient a1 by +aaba +
.. by, = 0 (sinon il y aurait incompatibilité de ligne dans le systéme). COmme tous les
vecteurs de R™ ne vérifient pas cette équation, alors :
— la famille (v1,vg,...,v,) n’est pas génératrice de R™.
« Le systéme se résoud bien et (S,,) a une solution ou une infinité de solutions selon wu :
— la famille (vy,vg,...,v,) est génératrice de R™.
« Le systéme se résoud bien et (S,) a une solution unique pour tout w :
— n =m et la famille (vq,v2,...,v,) est une base de R™.

Exemple 1: Soit la famille des 3 vecteurs suivants: v; = (1,2,—-1) , vo = (=2,—1,1) et
v3 = (—1,1,—1). Montrons que cette famille est génératrice de R3.

Soit u = (a,b,c) € R®. Montrons que 1l’on peut trouver un triplet (z,y,2) € R tel que
U = V1 + Yva + 203 .

Puisque zvy + yvs + 203 = (x — 2y — 2,22 —y + z,—x + y — z) cela revient & montrer que



Ll T — 2y -z = a,
le systéme (Su) Ly 2c — y + z = b admet des solutions, sans restriction
L3 -r + y - z = c

sur les réels a, b et c.
On résoud le systéme par pivot de Gauss.

Ly x - 2y — z = a,
(Su) <= Lo+« Ly—2L, 3y + 3z = b-—2a,
Ly« L3+ Ly -y — 2z = c+a.

On conserve la ligne —Lj comme pivot pour y et on fait disparaitre y de la ligne Lo:

Ly r — 2y — z = a,
(Su) <= Ly« —Lg y 4+ 22 = —(c+a),
Ls < Ly +3L4 — 3z = b—2a+3(c+a).

La ligne L3 donne z=a+ b+ 3c,
La ligne Ly donne y=—-2z—(a+¢)=—-2(a+b+3c)—(a+¢c)=—(3a+2b+7c),
Et enfin la ligne L; domne x =a+2y+z=a—-2Ba+2b+7c)+a+b+3c=—(4a+ 3b+ 11c).
Ainsi, pour u = (a,b,c) € R® quelconque, (S,) a toujours une solution:
(z,y,2) = (—(ba+3b+ 11c),—(3a+ 2b+ 7c),a + b+ 3c¢).
La famille (v;,vq,v3) est donc génératrice de R® et on a:

u=(a,b,c) = —(5a+ 3b+ 11c)vy — (3a + 2b+ Tc)ve + (a + b + 3c)vs.

Exemple 2: Soit la famille des 3 vecteurs: vy = (1,2,-1) , va = (2,—1,1) et v3 = (3,1,0).
Cette famille est-elle génératrice de R3?7

Soit u = (a,b,c) € R®. Montrons que 1l’on peut trouver un triplet (z,y,2) € R tel que
U = V1 + Yva + 2V3.

Puisque zvi+yvo+zusz = (x+2y+32z,2x—y+2, —x+y) cela revient & montrer que le systéme

Ly x + 2y + 3z = a,
(Su): Lo 2r — y + =z = b, admet des solutions quels que soient les réels a,
Ly | -z + y =

b, et c.
Si ce n’est pas le cas, alors la famille (v1,v2,v3) n’est pas génératrice.
On résoud le systéme par pivot de Gauss.

Ly r + 2y + 3z = a,
(Su) <= Ly« Ly —2L, —5y — 5z = b-—2a,
Ly <+ L3+ 14 3y + 3z = c+a,
L T + 2y + 3z = a,
2a—b
(Su) <= Ly« —1L, y + z = E
, b—2
L3%L3+%L2 0 = c+a+3 5a7

—2a
Pour que ce systéme admette des solutions, il faut donc que 0:c+a+3T. Si ce n’est
pas le cas, ce dernier systéme comporte une incompatibilité...



Ainsi, (S,) a des solutions si et seulement si a = 5c+ 3b car:
b—2a
0:c+a+3T <= 0=>5¢c+5a+3(b—2a) < 0=>5c—a+3b

Si a = 5c+3b, et uniquement dans ce cas, le systéme (Su) aura des solutions et donc seulement
sous cette condition le vecteur u = (a,b,c) pourra s’ecrire comme combinaison linéaire des
vecteurs vy, vz et v3. Ce n’est donc par valable pour tout vecteur u de R®... La famille
(v1,v2,v3) n’est donc pas génératrice de R3.
Remarque: on peut compléter le raisonnement en donnant un exemple de vecteur pour lequel
le systéme (S,) n’a pas de solution:

Soit v =(1,0,0). Ce vecteur ne vérifie par la condition a = 5c+3b puisque 1 #5x0+
3x0.

Ly r 4+ 2y + 3z = 1,
Le systéme (S,): Lo 20 — y 4+ =z = 0, est équivalent au systéme:

Ls —-xr + vy = 0,
r + 2y + 3z = 1,
N 2
z = =,

Yy 5 )

0 = 143x=

+ 5

Or ce systéme comporte une incompatibilité: 0 # L 41 n’a donc pas de solutions. Ainsi,
le vecteur v ne peut pas s’écrire comme combinaison linéaire des vecteurs v;, vs et vs3.
Cela confirme que la famille (v1,v2,v3) n’est pas génératrice.

La famille (v1,v9,...,v,) est une base si elle vérifie une des 3 assertions équivalentes
suivantes :
— la famille est a la fois libre et génératrice,
— la famille est libre et contient m vecteurs (m est la dimension de ’espace R™ ou sont pris
les vecteurs),
— la famille est génératrice et contient m vecteurs (m est la dimension de 'espace R™ ou
sont pris les vecteurs).
Conséquence : c’est une base si :

Vu € R™, (A1, A, An) ER, w= Y Ao,
=1

Ces 3 fagons de définir une base permet d’avoir plusieurs méthodes pour montrer qu’une
famille est une base :



e Montrer qu’une famille de vecteurs est une base

Méthode 1 : Si on a déja montré que la famille est libre, on vérifie qu’elle contient m
vecteurs (m étant la dimension de I'espace R™ ou sont pris les vecteurs).

Méthode 2 : Si on a déja montré que la famille est génératrice, on vérifie qu’elle contient
m vecteurs (m étant la dimension de 1’espace R™ ou sont pris les vecteurs).

Méthode générale : Si on a encore rien démontré, on a 2 options qui dépendent essen-

tiellement des questions qui suivent dans 1’exercice :

— Si on nous demande juste de montrer que c’est une base, sans rien aprés : on utilise la
Méthode 1 (c’est la plus simple!),

— Si on nous demande ensuite de donner les coordonnées d'un vecteur dans la base

(v1,v2,...,v,) on utilise la Méthode 2 car cette méthode permet aussi de répondre a cette
question (voir point suivant).
L’unicité de la décomposition pour tout vecteur u = (a,b,c) dans la base (v1,ve,...,vy,)

correspond a l'unicité de la solution pour tout les systémes associés (S,,).

e Trouver les coordonnées d’un vecteur dans une base donnée

by

bo
Soit un vecteur u = . de R™.

bm
Si (v1,v2,...,vy,) est une base, trouver les coordonnées d’un dans cette base revient a trouver
les coefficients (A1, A2, ..., A\,) € R™ (uniques) pour lesquels on a u = Y"1 | \v;.
a171)\1 + CLLQ)\Q ..+ aLn/\n = by,

(1271>\1 + a2’2)\2 ot ag, A = by,
« On forme le systéme : (5,) : o

am71)\1 + am72)\2 ...+ am,n)\n = b,.

qui correspond aux m composantes de l'égalité de vecteurs » . Av; = wu, ou les
quantités a; j sont les coordonnées des vecteurs v; et les A; sont nos inconnues.

« On résoud le systéme (5,). Sila famille (vy, ve, ..., vy ) est une base, ce systéme aura toujours
une unique solution (A1, A, ..., A,) (ot les \; sont évidemment fonctions des b;).

« C’est cette unique solution qui représente les coordonnées de u dans la base (vi,v,...,vp).

Exemple: Soit la famille des 3 vecteurs suivants: v; = (1,2,-3) , vo = (1,—1,1) et vz =
(1,-1,-2).

Montrons que cette famille est une base de R® et donnons, pour tout vecteur u = (a,b,c)

de R? ses coordonnées dans la base (vi,v2,v3).

Soit u = (a,b,c) € R3. Montrons que 1’on peut trouver un unique triplet (z,y,2) € R?
tel que u = xv; + Yyva + 2v3.

Puisque zv; + yve + 203 = (x +y + 2,20 —y — z,—3x + y — 2z) cela revient & montrer que

Ly r 4+ y + z = a,
le systéme (Su) Ly 2r -y — z = b, admet une unique solution, quels que
L3 -3z + y — 22 = c



soient les réels a, b et c.
On résoud le systéme par pivot de Gauss.

L1 r + Y + z = a,
(Su) <= Lo+ Ly —2IL, -3y — 3z = b—2a,
Ly« L3+ 314 4949 4+ z = c+3a.
Ly T - 2y — 2z = a,
b—2a
(Su) — LQ(__%LQ Yy + z = 3 ;
4(b—2
Ls < Ly + 5Ly - 3z = c—|—3a+%

3c+9a+4b -8 4b+ 3
La ligne L3 donne z = ctdat @ _atoie

B

3 3
b—2 b—2 4b+ 3 3a+3b+3
La ligne Ly donne y = —z+ a _ a a+4b+ c:_a—i— —i—c:

3 3 3 3
4b+ 3
Et enfin la ligne [; domne x =a+2y+z=a—2(a+b+c)+ o 3+ © = — 2at2btde
Ainsi, pour u = (a,b,c) € R® quelconque, (S,) a toujours une unique solution:
+2a + 2b+ 3¢ a+4b+ 3c
(x7y’z): _f7_(a+b+c)7f *

La famille (v,v9,v3) est donc une base de R® et on a:

+2a + 2b + 3¢
3

—(a+b+c),

a+4b+ 3¢

u=(a,b,c)= 3 V3.

vy — (a+ b+ c)vy +

Si une famille (vy,vg, ..., vy) n’est pas une base, on peut tout de méme avoir envie de décider
si un vecteur u fixé peut s’écrire comme combinaison linéaire des vecteurs v;. Cela revient &
décider si le vecteur u donné est ou non dans Vect(vy, va, ..., Un) :

e Décider si un vecteur u appartient a Vect(vi,va,...,vp)

b1

2
Soit un vecteur u = . de R™ fixé.

bm,
Décider si u € Vect(vy,va,...,v,) revient a se demander s’il existe des coefficients
(A1, A2, ..., An) € R™ (pas forcément uniques) pour lesquels on a u =Y ;" | \v;.

aigM + aigXe ...+ aipAy = by,

a271)\1 + ag,g)\Q et ag, A = by,
« On forme le systéme : (5,) : ' . ' " .n '

am71A1 + am72)\2 ..+ am,n)\n = b,,.

qui correspond aux m composantes de l'égalité de vecteurs Y ;" Av; = wu, ou les

quantités a; ; sont les coordonnées des vecteurs v; et les \; sont nos inconnues.

On résoud le systéme (Sy,).

— Si le systéme (S,,) n’a pas de solutions, alors u ¢ Vect(vy,va, ..., v,),

— Si le systéme (S,) a des solutions, alors u € Vect(vi,vg,...,v,), et chaque solution du
systéme donne une maniére d’écrire u comme combinaison linéaire des v;.




Exemple: Soit la famille des 2 vecteurs suivants: vy = (1,2,—1) et ve = (2,-1,1).
Les vecteurs u; = (1,1,1) et us = (3,1,0) sont-ils dans Vect(vi,v2)?

e Cas de u; = (1,1,1): On cherche & savoir s’il existe (z,y) € R? tel que u = zv; + yvs.
Puisque zvi + yve = (z + 2y,2x — y,y — x) cela revient A montrer que le systéme

Ly r + 2y = 1,
(Su;): Lo 20 — y = 1, admet des solutions.
Ls -z + y = 1

On résoud le systéme par pivot de Gauss.

Ly r + 2y = 1,
(Su) &= Lo+ Ly —2Ly =5y = -1,
Ly« L3+ Ly 3y = 2.

Les deux derniéres lignes du systéme sont incompatibles, le systéme (S5,,) n’a donc pas de
solutions, donc il n’existe aucune fagon d’écrire w; comme combinaison linéaire de v; et
vy uy ¢ Vect(vy,va).

e Cas de uy = (3,1,0): De la méme maniére, on cherche a savoir s’il existe (z,y) € R? tel
que u = zv; + yvy. Cela revient a montrer que le systéme:

L1 X —+ 2y = 3,
(Sus) : Lo 20 — y = 1, admet des solutionms.
Ls - + y = 0.

On résoud le systéme par pivot de Gauss.

Ly r + 2y = 1,
(Su;) <= Ly Ly — 2Ly -5y = =9,
L3 <+ L3+ Ly 3y = 3.

Les deux derniéres lignes sont proportionnelles. On en supprime une:

Ly r + 2y = 1,
(Su,) = .
Ly < —3Lo y = 1
Ce systéme n’a qu’une seule solution: y=1 et x =1—2y=—1. Ainsi, us € Vect(vi,v2) et
on a de plus 1’égalité us = —v; + vs.



2 Systémes linéaires et sous-espaces vectoriels

On utilise ici les méme notations que dans le paragraphe précédent.

e Décrire en compréhension Vect(vy,vs,...,v,)

n
Puisque Vect(vi,va,...,v,) = {u: Z)‘ivi (A A2, ) € R"}, décrire en com-
i=1

préhension Vect(vy,va,...,v,) revient adéterminer les conditions a imposer sur les com-
b1
: b2 S o
posantes d’'un vecteur v = pour qu’il puisse s’écrire ) ' | Ajv; pour certains réels
bm,
/\1,)\2, ey et )\n-
La question peut se reformuler ainsi :
Quelles conditions doit-on imposer sur les coefficients by, b, ..., et by, pour que le systéme :
4
aigM + aigd2 ...+ aipA = by,
az,l)\l + a272)\2 oo+ az,n)\n = by, ) )
(Su) : ait des solutions.
am’l)\l + am’g)\g ce. + amm)\n = by,.

Lorsqu’on résoud le systéme (S,), deux cas de figure peuvent se produire :

« Le systéme se résoud bien et (S,) a toujours une solution (ou une infinité de solutions)
quelque soit u :
— on a Vect(vy,ve,...,v,) = R™. (la famille (v1,va,...,v,) est génératrice de R™).

« Lors de la résolution du systéme, on arrive & un systéme contenant des lignes du type :

0= aj71b1 + Oéj72b2 + ... ajmbm,

ot les coefficient a;; sont des constantes.

Le systéme (S,,) n’aura donc des solutions que si les coordonnées de u vérifient toutes les
équations 0 = ;101 + aj2ba + ... o mby, (sinon il y aurait incompatibilité de ligne dans le
systéme).

— on a donc :

¢ (
b1 Oél,lbl + OéLQbQ ...+ Oél’mbm = 0,
by a271b1 + 04272172 ) b = 0,
Vect(vy,va,...,0,) = _ eR™ : e
bm Oékal + Oék’QbQ .+ Oék,mbm = 0.

Exemple 1: Soit la famille des 2 vecteurs suivants: v; = (1,2,—1) et vy = (2,—1,1).
Décrivons Vect(vy,va):
Soit u = (a,b,c) € Vect(vy,v2), il existe donc (z,y) € R? tel que u = xv; + yv,.
Puisque zv; + yvs = (z +2y,2x — y,y — x) cela & dire que le systéme



Ly r + 2y = a,
(Su): Lo 2 — y = b, admet des solutions.

L3 -r + y = c
On résoud le systéme par pivot de Gauss.

Ly r + 2y = a,
(Su,) <= Lo+ Ly —2L,4 —5y = b—2a,
Ly <+ L3+ Ly 3y = c+a.

Le systéme (S,,) a des solutions si et seulement si les 2 derniéres lignes ne sont pas
incompatibles, c’est-a-dire si 3(b—2a) = —5(c+a), c’est-a-dire si a =3b+ 5c, d’ou:

Vect(vi,v2) = {(a,b,c) € R® : a=3b+5c}.

Exemple 2: Soit la famille des 3 vecteurs: v; = (1,2,—1) , va = (2,—1,1) et v3 = (3,1,0).
Décrivons Vect(vy,va,v3).

Soit u = (a,b,c) € Vect(vy,vq,v3). Il existe donc (z,y,2) € R3 tel que u = xv; +yvs + 2v3.
Puisque (a,bc) = xvi+yve+2zvs = (x4+2y—+32,20—y+2, —x+y), équivaut & dire que le systéme

Ly z 4+ 2y + 3z = a,
(Su): Lo 2t — y 4+ z = b, admet des solutions.
L3 - + y = ¢

On résoud le systéme par pivot de Gauss.

Ly r + 2y + 3z = a,
(Su) <= Ly« Ly—2L, 5y — bz = b—2a,
L3+ L3+ Ly 3y + 3z = c+Ha,
Ly r + 2y + 3z = a,
1 2a — b
(Sy) <= Ly < —zLo y + z = o
b—2
Ly« Ly + 2Ly 0 = c+a+3 a,

Puisque le systéme doit avoir des solutions (u = (a,b,c¢) € Vect(vi,ve,v3)), alors il faut

—2a
nécessairement que 0 = c—i—a—&-ST. (Si ce n’est pas le cas, ce dernier systéme comporte

une incompatibilité...)
Ainsi, (S,) a des solutions si a = 5¢+ 3b.
Si a =5c+ 3b, et uniquement dans ce cas, on peut continuer la résolution du systéme:

Ly r + 2y + 3z = a,
(Su) = 2 — b
Lo y + z = )
5)
Ce systéme a 2 équations et 3 inconnues. On en place une en paramétre pour obtenir un
systéme de 2 équations & 2 inconnues qui est triangulaire. donc si a = 5c¢+3b, (S,) a une
infinité de solution.

On a donc montré que (S5,) admet des solutions si et seulement si a = 5¢+ 3b, donc

Vect(vi,v2,v3) = {(a,b,c) €R® : a=5¢c+ 3b}.

10



e Trouver une base d’un sous-espace vectoriel de R défini en compréhension

P

a11r1 + ai12r2 ... + G mTm = 0,

) a2 1T + ag22x2 ... + A2mTy = 0,
Soit F' = (x1,22,...,&py) € R™

ap1T1 + ag2ry ... + QpmTn = 0.

F est un sous-espace vectoriel de R™ ot les équations sont linéairement indépendantes.

Pour trouver une base de F', on considére le systéme :

a11rx1 + a12T2 ... + A1pTp = 0,

a21r1 + Q22T ... + A2pTn = 0,
(Sr) :

ap1ry + ag2r2 ... + agppry, = 0.

. Méthode 1 Lorsque le systéme (Sr) est simple (R™ égal a R? ou R? et le nombre d’équa-
tion est K = 1 ou k = 2) On choisit m — k vecteurs nons nuls qui vérifient les équations. Une
fois ces vecteurs choisis, il faut vérifier qu’il forment une famille libre et génératrice.
Attention : Les équations du systémes doivent étre linéairement indépendantes pour que
cette méthode marche (sinon, il faut augmenter le nombre de vecteurs a choisir).

« Méthode 2 (qui marche a tous les coup, et notamment dans les cas simples...)

On résoud le systéme (Sp). L’ensemble des solutions de (Sr) est F' et la résolution de (Sr)
donne donc une représentation paramétrique de F' (avec les (m — k) inconnues surnuméraires
en parametres) :

m m m
. m—k
F = § Qi 17;, E QG 2Ty e oy § QimTi | ¢+ (Teg1,-- o Tm) ER

i=k+1 i=k+1 i=k+1
m m m m
Puisque E Q1 T4, E QG 9Ty .., E Qi m®T; | = E xi(am, Q9. .. ,O%m), tout les
i=k+1 i=k+1 i=k+1 i=k+1
vecteurs de F' s’écrivent comme combinaison linéaire des vecteurs u; = (01,042, ..., % m),
avec i € {k+1,...,m}. La famille (ugy1,...,un) est donc une famille génératrice de F.

Il ne reste plus qu’a montrer que la famille est libre!
Note : on obtient en plus la dimension de F' : c¢’est le nombre d’inconnues qu’on a passé en
paramétres : m — k.

Remarque : C’est la méthode 2 qu’il faut privilégier... On préfére souvent la deuxiéme
méthode car il n’y a plus qu’a montrer qui la famille est libre une fois les vecteurs trouvés.
Dans premiére méthode on doit vérifier que la famille choisie est génératrice. Si on n’a pas choisi
suffisamment de vecteurs (notamment si sans faire attention, on n’a pas choisi des vecteurs qui
sont trop liés), alors on n’y arrivera jamais. Il en résulte en général une belle perte de temps...
Bref : La méthode 1 marche, mais c’est plus une recette de cuisine qu’'une méthode....

Exemple 1: Soit F le sous espace vectoriel de R3 défini par:

F={(z,y,2) R’ : z=—z}.
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Trouvons une base de F.
e Méthode 1: On est dans R® et F est défini par 1 équations. Donnons 3 — 1 =2 vecteurs
de F qui forment une famille libre: v; = (1,0,—1) et vo =(2,1,-2).

Ces 2 vecteurs sont bien dans F' (car z+z =0 pour v; et pour wvy) et ils forment bien
une famille libre (car ils ne sont pas colinéaires).

Montrons qu’il forment une famille génératrice: Soit u = (z,y,z2) € F. on cherche &
savoir si on peut écrire w sous la forme avy + bve = (a + 2b,b, —(a + 2b)).
a + 2b = «zx,
Cela revient & savoir si le systéme: (5) : b = vy, a des solutions quand
—a — 2b = =z
u=(x,y,2) € F. On le résoud par pivot de Gauss:
Ly a + 2b = =,
(S) <= L, b = vy, or u=(z,y,2) € F donc on a toujours
L3 <+ L3+ L,y 0 = z+u2

x+2z =0 (c’est d’ailleurs la condition pour &tre dans F'...) donc la ligne L3 est toujours
vraie.

Ly a + 2b = =,

Ly b = v,
On a donc b =y et a = z — 2y. On en déduit donc que u = (x — 2y)v; + yve. La famille
(v1,v2) est donc génératrice de F.

(5) =

e Méthode 2: Soit u = (z,y,2) € F. u vérifie le systéme de 1 &quation & 3 inconnues: z+
z=0. On choisit 3 — 1 parametres parmis les inconnues (z,y,z2). Par exemple: y et 2. et
on a £ = —z. Les solutions de ce systéme sont donc de la forme (—z,y,2) pour (y,z2) € R2.
Ainsi

F= {(—z,y,z) 2 (y,2) € R2} = {y(O, 1,0) + 2(—1,0,1) : (y,2) € RQ}.

Une famille génératrice de F est donc formée des vecteurs u; = (0,1,0) et ugz = (—1,0,1).

On vérifie que la famille est libre: Soient (\,u) € R? tels que Avy + uwve = A(0,1,0) +
= 0
1(—1,0,1) = Ogs. le couple (A, i) est solution du systéme suivant: (S5): A = 0
poo= 0
donc A=pu =0. La famille (v;,v2) est libre, c’est donc une base de F.
Exemple 2: Soit F le sous espace vectoriel de R* défini par:
F:{(m,y,z,t)eR4 cx+t=0 et 204+y+2=0}.
Pour trouver une base de F', on applique la deuxiéme méthode:
Soit u= (z,y,2z) € F. u vérifie le systéme de 2 équation & 4 inconnues:
T + t = 0,
(SFr) : Ce systéme comporte 2 équations a 4 inconnues.
2r + y + =z = 0.
t = -z,
On en place 2 en parametres: par exemple = et y. Cela domne (Sp) <
z = —(2z+4y).

On obtient donc la représentation paramétrée de F' suivante:
F= {(.T,y,f(2l’+y),*l‘) : (1’7y) € Rz} = {IIZ’(LO, 72771) +y(071771’0) : (xay) € R2} .

Le sous-espace vectoriel F est donc engendré par: u; = (1,0,—2,—1) et us = (0,1,—1,0).
On montre rapidement que la famille est libre en remarquant que, si (7,y) € R? sont tels
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que zuj +yus = (z,y, —(2¢+y), —x) = Oga, alors x =y =0. Les vecteurs u; = (1,0,—2,—1) et
us = (0,1,—1,0) forment donc une base de F.

3 Systémes linéaires et applications linéaires

Avant d’exposer les méthodes, quelques rappels de cours.

Une application f de R™ dans R™ est une application linéaire si et seulement si :
- Y(u,v) € (R")?, flu+wv) = flu) + f(v),
—YueR", VAER, f(A-u)=X-f(u).

Remarque : On peut condenser ces deux conditions en une seule :
Y(u,v) € R")?, VA ER, flu+X-v)=f(u)+X-f(v).

En pratique : une application linéaire f : R” — R™ c’est en fait une application dont toutes
applications coordonnées sont des combinaisons linéaires des variables.

Soit f : R™ — R™ une application linéaire. On définit :
e I’image de f : Imf C R comme ’ensemble des valeurs pouvant étre prises par f :

Imf=fR")={veR™ : Juek" f(u) =v}.

Imf est un sous-espace vectoriel de R™ (ensemble d’arrivée de f).
e le noyau de f : ker f C R™ comme l'’ensemble des élements de R dont I'image par f est
O]Rm .

ker f = f7 ({0gn}) = {u € B" : f(u) = O}

ker f est un sous-espace vectoriel de R™ (ensemble de départ de f).
On a en particulier :
— f injective <= ker f = {Ogn },
— f surjective <= Imf = R,

En pratique, une application linéaire f : R™ — R™ c’est en fait une application dont toutes
applications coordonnées sont des combinaisons linéaires des variables. Donc toute application
linéaire de R™ dans R™ se décrit comme suit :

il a1,1T1 + 1272+ + a1 pnTp
f T2 2,11 + a22%2 - + A2 nTn
Tn Am,1T1 + QM 2%2 -+ + AmpTn

Remarque : la notation verticale des vecteurs est juste une question de présentation / mise
en page. Ca ne change rien mais cela permet aussi de faire plus facilement le lien entre les
problématiques d’algébre linéire et les systémes linéaires.
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e Trouver les antécedents d’un point par une application linéaire

qui correspond aux m composantes de 1'égalité de vecteurs f(u) = v.

b1
2
Soit un vecteur v = . de R™ fixé. Chercher les antécédents de v par f (f~1({v})), c’est
bm
T 1 b1
. T2 o p) ba
déterminer I’ensemble des éléments u = . € R” qui vérifient f =
Tm Tm b
f~t({v}) est donc I'ensemble des solutions (z1,xa, ..., z,) du systéme :
anry + ai12x2 ... + a1, = b,
a21r1 + agox2 ... +  a2pTn, = ba,
(Sy)
Am1T1 + @m2T2 ... + AmapTn = bp.

Exemple: Soit f:R? — R? 1’application linéaire définie par:
f(xvyvz) = (.’E+y—22,2x—y+2)

Cherchons les antécedents de u = (1,1).

Ly r + y — 2z =
(Su) :
Lo 2 — y 4+ z =
] Ly r + oy
On commence le pivot de Gauss: (S,) <=
L2 — L2 — 2L1 — 3y +5

Ce systéme comporte 2 équations a 3 inconnues.

f(z,y,2) = (1,1) équivaut & dire que (z,y,z) est solution du systéme suivant:
L,
1.

2z =

z =

On choisit de passer une inconnue en parametre: par exemple z. Cela donne:

L r + = 142z,
(Su) <= ! Y La ligne Lo donne y =
Ly <+ —Lo 3y = 1-+5z.
1+5
La ligne L; donne z=1+4+2z—y=1+2z— —;z:‘lfgz. Ainsi,

e ={(HE ) cer).
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e Trouver le noyau d’une application linéaire et montrer I’injectivité

Puisque ker f = f~1({Ogm}), c’est un cas particulier du point précédent. Chercher les antécé-
dents de Ogm par f, c’est déterminer ’ensemble

.
a1y + a12x2 ... + ATy = 0,
m a21T1 + ag22x2 ... + A2mTym = 0,
ker f =< (z1,22,...,%y) € R™ :
[ akar1 + ag2x2 ...+ GpmTm = 0.
Cela revient a déterminer ’ensemble des vecteurs u = (1,2, ...,Zy) qui sont solutions du
a11r1 + aipx2 ... +  A1paTn, = 0,
. a1r1 + azore ... + azpr, = 0,
systéme (Sp) :
[ Om1Z1 + am2T2 ...+ App®n = 0.

La résolution de ce systéme permet aussi de pouvoir trouver une base de ker f (voir para-
graphe 2).

Pour montrer que f est injective. On montre que le systéme (Sy) admet une unique solution :
la solution u = Ogn = (0,0, ...,0).

Exemple: Soit f:R3? — R? 1’application linéaire définie par:
f(xvyvz) = (x+y—2z,2x—y—|—z)

Cherchons le noyau de f, c’est-a-dire les antécedents de Og2 = (0,0).
f(z,y,z) = (0,0) équivaut & dire que (z,y,z) est solution du systéme suivant:

Ly r 4+ y - 2z = 0,
(Su) :
Lo 2 — y + =z = 0.
Ly x + y - 2z = 0
On commence le pivot de Gauss: (S5,) <—
Lo+ Lo — 214 - 3y 45 =z = 0.

Ce systéme comporte 2 équations a 3 inconnues.
On choisit de passer une inconnue en parametre: par exemple z. Cela donne:

L r + = 2z, 5
(Su) = ' Y La ligne L, donne y = —Z,
Lo+ —1Ls 3y = bz 3
5
La ligne L; donne I:ZZ—y:2z—§Z = % Ainsi,

z bz

ker f = £71((0,0)) = {(3,3,2) : zGR}.

Remarque 1: On peut ensuite modifier la représentation parametrée en utilisant a la place
de z le parametre k = 3z pour faire disparaitre les fractions:

ker f = f71((0,0)) = {(k,5k,3k) : k€ R}.
Remarque 2: On a ici une représentation de ker f qui permet d’en donner une base:

ker f = {(k,5k,3k) : k€ R} ={k(1,5,3) : k€ R} = Vect((L,5,3)).
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ker f est donc de dimension 1 et un vecteur de base de ker f est le vecteur (1,5,3).
Puisque ker f # {Ogs}, f n’est pas injective.

e Décrire I’image d’une application linéaire et montrer la surjectivité

Puisque Imf = f(F) = {v e R™ : Ju e R", f(u) = v}, décrire en compréhension Imf re-

by
. . . b .
vient & les conditions & imposer sur les composantes d’'un vecteur v = pour qu’il
bm,
puisse s’écrire f(x1,x9,...,2,) pour certains réels x1, za, ..., et .
La question peut se reformuler ainsi :
Quelles conditions doit-on imposer sur les coefficients by, b, ..., et by, pour que le systéme :
4
ajirar + aipr2 ... + a1ar, = by,
a21r1  + a22r2 ... + GaTp = ba, ) )
(Sy) : ait des solutions.
Am1T1 + am2T2 ... + AmaTn = bp.

Lorsqu’on résoud le systéme (S,), deux cas de figure peuvent se produire :

« Le systéme se résoud bien et (S,) a toujours une solution (ou une infinité de solutions)
quelque soit v :
— on almf =R™ et f est donc surjective.

« Lors de la résolution du systéme, on arrive & un systéme contenant des lignes du type :

0= aj71b1 + Oéj72b2 4 ... ammbm,

ol les coefficient o ; sont des constantes.

Le systéme (S,) n’aura donc des solutions que si les coordonnées de v vérifient toutes les
équations 0 = oy 1b1 + aj2b2 + . .. aj mby, (sinon il y aurait incompatibilité de ligne dans le
systéme).

— Dans ce cas, f n’est pas surjective et on a :

by ajnbr + by ...+ armb, = 0,

ba a2,1b1 + agoby ... + o, b = 0,
Imf = ) € R™ : ’ mEm

bm | agabt 4+ argby ...+ apmbm = 0.

Exemple 1: Soit f:R?> — R* 1’application linéaire définie par:
fle,y,2)=(x+y+22c—y+2 -3v+y—22z,—x+ 3y — 22).
Cherchons 1’image de f, c’est-a-dire les &léments v = (a,b,c,d) de R* qui ont des anté-

cédents par f.
f(z,y,2) = (a,b,e,d) équivaut & dire que (z,y,z) est solution du systéme suivant:
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Ly r + vy + =z = a,

Ly 22— y + z = b
(Sv) :

Ls -3z + y — 22 = g

Ly —-r + 3y — 2z = d.

Trouver les conditions sur les réels a, b, ¢ et d pour que le systéme (S,) ait des solutions
revient a trouver les conditions sur les é&léments v = (a,b,c,d) pour qu’ils aient des antécedents
par f, c’est-a-dire pour qu’ils soient dans Imf.

On résoud le systéme (S,) pour faire apparaitre ces (&ventuelles) conditions:

~—

Ly r + y + z = a,
L, 2 - y + z = b
(Sy) :
Ls -3z + y - 2z = ¢
Ly —-r + 3y — 2z = d.
Ly T + y + 2z = a,
Lg — L2 — 2L1 — 3y — z = b-— 2@,
(Sy) <=
L3+ L3+ 3Ly + 4y 4+ 2z = c+ 3a,
Ly« Ly+ Ly + 4y — 2z = d+a.
On permute les inconnues y et z et on garde la ligne —L, comme ligne pivot pour z: (5,) <
Ly r + z + y = a,
Lo+ —Ly z + 3y = 2a-b,
L3+ L3+ Lo y = c¢c+3a+b—2a = a+b+c,
Ly Ly— Lo 7y = d+a—(b—2a) = 3a—-b+d.
Ly r + z + y = a,
Lo+ —L z + 3y = 2a-1,
(S)) 2 2 Y
L3+ y = a+b+ec,
L4<—L4—7L3 0 = Sa—b+d—7<a+b+0)

Pour que le systéme (Sq,) ait des solutions, il faut donc que la ligne L, soit vraie,
c’est-a-dire qu’il faut que:
—4a —8b—Tc+d=0.
Autrement dit, si d # 4a+8b+7c, le systéme (S5,) n’a pas de solutions et donc v = (a,b,c,d)
n’a pas d’antécedent par f. f n’est donc pas surjective.

Ly r + 2z 4+ y = a,
Si par contre d = 4a+8b+7c, alors: (S,) <= Lo+« —L, z + 3y = 2a-b,
L3 + y = a+b+ec

et ce systéme admet une solution:
La ligne L3 donne y=a-+b+c,
La ligne Ly donne z=2a—b—3(a+b+c¢)=—(a+4b+3c), Et la ligne L; donne z =a— (a+
b+c)+ (a+4b+3c) =a+3b+ 2c.

Ainsi, le systéme (S,) a des solutions si et seulement si d =4a+ 8b+ 7c, donc:
Imf = {(a,b,c,d) eR* : d=4a+8b+7c}.

Pour donner une base de Imf, on part de cette égalité: L’ensemble Imf est 1’ensemble
des (a,b,c,d) € R* qui vérifient le systéme d’une équation & 4 inconnues: d = 4a+8b+Tc.
On utilise dont 4 — 1 =3 paramétres pour le décrire: disons a, b, et c:

Imf = {(a,b,c,4a + 8b+ 7c) € R* : (a,b,c) € R*}.
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Imf est donc un sous-espace vectoriel de dimension 3 et comme
(a,b,c,4a + 8b+ T¢) = a(1,0,0,4) 4+ 6(0,1,0,8) + ¢(0,0,1,7),
une base de Imf est fournie par les 3 vecteurs:

uy = (1,0,0,4), wus=(0,1,0,8), et ug=(0,0,1,7).

Exemple 2: Soit f:R?® — R3 1l’application linéaire définie par:

f(xvyaz) = (x—y,m+y—z,z).

Cherchons 1’image de f, c’est-a-dire les éléments v = (a,b,c) de R3 qui ont des antécédents

par f.
f(z,y,2) = (a,b,c) équivaut & dire que (z,y,z) est solution du systéme suivant:

Ly xr — Yy = a,
(Sy) : Lo r + y — z = b
Ls z = c

Trouver les conditions sur les réels a, b, ¢ pour que le systéme (S5,) ait des solutions revient
a trouver les conditions sur les éléments v = (a,b,c) pour qu’ils aient des antécedents
par f, c’est-a-dire pour qu’ils soient dans Imf.

On résoud le systéme (S5,) pour faire apparaitre ces (éventuelles) conditions:

Ll < L2 xr —+ y - Zz = b,
(Sy) = Ly« Ly — Lo — 2y 4+ z = a—0b, Le systéme admet une unique
Ls z = ¢

solution:

La ligne L3 donne z=c, La ligne Ly donne y =

La ligne L; donne z = b+ ¢+ 9=2=¢ = adbtec,
Ainsi, pour tout élément v = (a,b,c) de R®, le systéme (S,) a des solution: Imf = R?

et donc f est surjective.

Remarque: comme pour tout v = (a,b,c) de R, la solution du systéme (S,) est unique, tout

&lement a un unique antécédent par f. f est donc bijective et on a son application inverse:

b+c—a
2

H

b b+c—
f—l(a7b7c):(a+2+c7 +; a’c>.
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