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X+x+..+x=0F,x=0
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X+x+..+x=0F,x=0

pour chaque n € N*
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maximal unique).
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un élément maximal:
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Quelques théories finitaires

@ Ensembles partiellement ordonnés dont chaque élément est inférieur a
un élément maximal:A la théorie des ensembles partiellement
ordonnées, nous ajoutons le séquent:

Thxy(x <yAVz(y <z—y=2)
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Quelques théories infinitaires aux quantificateurs finis

@ Groupes abeliens de torsion:a la théorie des groupes on ajoute le
séquent :

T Fx \/(X—l—x—i—...—l—x)zo
neN
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@ Groupes abeliens de torsion:a la théorie des groupes on ajoute le
séquent :

T Fx \/(X—l—x—i—...—l—x)zo
neN

@ Espaces métriques:
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Quelques théories infinitaires aux quantificateurs finis

@ Groupes abeliens de torsion:a la théorie des groupes on ajoute le
séquent :

T Fx \/(X—l—x—i—...—l—x)zo
neN

@ Espaces métriques:

RE(va) FX,}’ R5(X7Y)
pour € < 0

Re(Xay) I_x,y \/ R&(Xu.y)
0<e
pour chaque ¢
Re(x,¥) AN Rs(y,2) Fx,y.z Revs(x, 2)
pour chaque €, 6
/\ Re(x,y) Fxy x=y
0
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o Cardinalité inférieure a k:
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Quelques théories infinitaires aux quantificateurs infinis

o Cardinalité inférieure a k:

V Zaaxal A i #x5A0 \ y=x)

A<k NN a<A
@ Bon ordres:A la théorie des ordres totaux, nous ajoutons le séquent:

TneNXn /\ (Xn+1 < xn) F L
neN

Christian Espindola (Université de la Réunion Théoréme de Morley en logique infinitaire 23 septembre, 2021



Quelques théories infinitaires aux quantificateurs infinis

o Cardinalité inférieure a k:

V Zaaxal A i #x5A0 \ y=x)

A<k NN a<A
@ Bon ordres:A la théorie des ordres totaux, nous ajoutons le séquent:

TneNXn /\ (Xn+1 < xn) F L
neN

@ Ensembles 7y:

Christian Espindola (Université de la Réunion Théoréme de Morley en logique infinitaire 23 septembre, 2021
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A<k NN a<A
@ Bon ordres:A la théorie des ordres totaux, nous ajoutons le séquent:
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neN

@ Ensembles 7y:

A VieixiVicivi(\ xi < yj = 3z2(Vj<ixi(x; < 2) AVjcivi(z < ¥7)))
i< iJ
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Quelques théories infinitaires aux quantificateurs infinis

@ Espaces topologiques séparables:

Vx, y(xey — Pt(x) A Op(y))
Vy,z3w(Op(y) A Op(z) — Op(w) A Vu(uew <> uey A uez))

Tnenxn( /\ Op(xn) N Vx(xey — \/ xexp N Vu(uex, — uey)))
neN neN
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Quelques théories infinitaires aux quantificateurs infinis

@ Espaces topologiques séparables:

Vx, y(xey — Pt(x) A Op(y))
Vy,z3w(Op(y) A Op(z) — Op(w) AVu(uew < uey A uez))

Tnenxn( /\ Op(xn) N Vx(xey — \/ xexp N Vu(uex, — uey)))
neN neN

@ Groupes abeliens libres : ATTENTION seulement s'il existe un
cardinal fortement compact! Si V = L alors ils ne sont pas
axiomatisables.
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La logique des catégories accessibles

Une formule k-cohérente (existentielle positive) est une formule de la
forme :

VE WA

i<k J<ai

ou chaque o < k et chaque ¢;; est une formule atomique.
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La logique des catégories accessibles

Une formule k-cohérente (existentielle positive) est une formule de la
forme :

VE WA

i<k J<ai

ou chaque a; < k et chaque ¢;; est une formule atomique.Un sequent
(basique) k-cohérent est une expression formelle :

Plhx

dont le sens voulu est la sentence Vx(¢ — ).
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La logique des catégories accessibles

Definition

Une formule k-cohérente (existentielle positive) est une formule de la
forme :

VE WA
i<k J<ai

ou chaque a; < k et chaque ¢;; est une formule atomique.Un sequent
(basique) k-cohérent est une expression formelle :

Plhx

dont le sens voulu est la sentence Vx(¢ — ).

FAIT (Rosicky 1981) : Toute catégorie accessible est équivalente a la
catégorie des modéles d'une théorie axiomatisée par des séquents basiques.
(Alternativement, elle se présente comme la catégorie des k-points d'un
K-topos).
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La logique des catégories accessibles

L'asymétrie de la cardinalité d'indexation d'une formule k-cohérente
permets de développer un systeme déductif formel pour lequel un
théoréme de complétude peut étre prouvé (Espindola 2017).
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La logique des catégories accessibles

L'asymétrie de la cardinalité d'indexation d'une formule k-cohérente
permets de développer un systeme déductif formel pour lequel un
théoréme de complétude peut étre prouvé (Espindola 2017). L'utilisation
de I'axiomatisation de style séquentiel permettra une sémantique
catégorique fluide.

Definition
Le systeme d’'axiomes et de regles pour la logique cohérente x se compose
de

@ Axiome d'identité :

¢ Fx ¢
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La logique des catégories accessibles

Christian Espindola (Université de la Réunion Théoréme de Morley en logique infinitaire 23 septembre, 2021



La logique des catégories accessibles

@ Regle de substitution :

¢
¢[s/x] -y P[s/x]

ol y est une chaine de variables incluant toutes les variables
apparaissant dans la chaine de termes s.
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@ Regle de substitution :

¢
¢[s/x] -y P[s/x]

ol y est une chaine de variables incluant toutes les variables
apparaissant dans la chaine de termes s.

o Regle de coupure:

phxy  YhxO
¢ Fx 0
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La logique des catégories accessibles

@ Axiomes d'égalité :

Thox=x
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La logique des catégories accessibles

@ Axiomes d'égalité :

Thox=x

(x=y)AoF; dly/x]

ol x, y sont des contextes de méme longueur et de méme type et z est
tout contexte contenant x, y et les variables libres de ¢.
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La logique des catégories accessibles
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La logique des catégories accessibles

@ Axiomes et regles de conjonction:

/\ bi Fx ¢j

i<y

{¢ I_x wi}i<'y
¢ |_x /\ d)i

i<y

pour chaque cardinal v < k.
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La logique des catégories accessibles

@ Axiomes et regles de disjonction :

¢j Fx \/ bi

i<y

{0i Fx 0}icy
\/ Cbi l_x 0

i<y

pour chaque cardinal ~.
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La logique des catégories accessibles
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La logique des catégories accessibles

o Regle existentielle :

¢ Fxy ¢
yd Fx ¥

ol aucune variable de y n'est libre dans ).
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La logique des catégories accessibles
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La logique des catégories accessibles

@ Petit axiome de distributivité

oAV Vit \ dAY;

i<y i<y

pour chaque cardinal ~.
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La logique des catégories accessibles

@ Petit axiome de distributivité

oAV Vit \ dAY;

i<y i<y

pour chaque cardinal ~.
@ Axiome de Frobenius :

¢ A3y Fx y(o A )

ol aucune variable de y ne se trouve dans le contexte x.
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La logique des catégories accessibles
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La logique des catégories accessibles

@ Transitivité transfinie :

of by, V'  Ixgdy B<nk ferf
gevPtl glg=f

of Ty N\ b1, B<r, limit B,f €+°
a<f

@0 Fyy \/ E|f6’<5fxf|za+1 /\ ¢f|5+1

feB B<df
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La logique des catégories accessibles

@ Transitivité transfinie :

of by, V'  Ixgdy B<nk ferf

gevPtl glg=f
of Ty N\ b1, B<r, limit B,f €+°
a<f
@0 Fyy \/ 3f6’<5fxflza+1 /\ ¢f|5+1
feB B<df

pour chaque cardinal v, ou yr est le contexte canonique de ¢, a
condition que, pour chaque f € v+, FV(¢f) = FV(¢5),) Uxs et
Xf|5.. N FV(9r),) = 0 pour tout 3 < 1, ainsi que

FV(¢f) = Ua<p FV(9r),) pour toute limite 3. Ici, B C v est
constitué des éléments minimaux d'une barre donnée sur |'arbre v<*,

23 septembre, 2021 16 /23
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Théoremes de catégoricité

(Théoréme de catégoricité de Morley) Une théorie du premier ordre
dénombrable catégorique dans certain k > w;y est catégorique dans tous les
K > wi.
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Théoremes de catégoricité

Theorem

(Théoréme de catégoricité de Morley) Une théorie du premier ordre
dénombrable catégorique dans certain k > w;y est catégorique dans tous les
K > wi.

Theorem

| N

(Conjecture de catégoricité de Shelah) Une théorie dénombrable T dans
L., ., catégorique dans certains k > 1, est catégorique dans tous les
K>y,

A\
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Théories aux quantificateurs infinis

Qu’en est-il des théories plus générales dans L) ,; 7

FAIT (Lieberman-Rosicky-Vasey 2019) : La catégorie des espaces de
Hilbert et des isométries est axiomatisable dans L, .,,, mais son spectre de
catégoricité alterne : en supposant GCH, elle est catégorique dans tout A
qui n'est pas de cofinalité w ni un successeur d'un cardinal de cofinalité w.
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Cependant, il est catégorique dans tout A\ par rapport a la notion de taille
interne |A| définie comme suit.
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qui n'est pas de cofinalité w ni un successeur d'un cardinal de cofinalité w.
Cependant, il est catégorique dans tout A\ par rapport a la notion de taille
interne |A| définie comme suit. Si r(A) est le minimum cardinal régulier A
tel que A est \-présentable, alors :

Al = K if r(A)=x"
~ 1 r(A) i r(A) est une limite
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u-espaces de Hilbert

Considérons un u-champ R, c'est-a-dire un corps d'hyperréels contenant
tous les ordinaux jusqu'a .
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u-espaces de Hilb

Considérons un u-champ R, c'est-a-dire un corps d'hyperréels contenant
tous les ordinaux jusqu'a .
La construction se déroule selon les étapes suivantes :

@ Prendre le segment initial des ordinaux jusqu'a p. La somme et le
produit naturels (de Hessenberg) sont définis en fixant a + b (resp.
a.b) comme le type d'ordre maximal d'un ordre linéaire étendant
I'ordre partiel donné par I'union disjointe (resp. le produit direct).
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I'ordre partiel donné par I'union disjointe (resp. le produit direct). lls
sont associatifs, commutatifs et le produit se distribue sur la somme.
A chaque étape suivante, les opérations somme et produit peuvent
étre définies de maniere similaire a la construction des nombres réels.

@ Construire I'anneau correspondant d'entiers ;1 comme paires
d'ordinaux (a, b)
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u-espaces de Hilb

Definition

Un p-espace de Hilbert est un espace de Hilbert sur le u-corps R. On peut

|"axiomatiser dans ﬁuﬂu*'
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Definition
Un p-espace de Hilbert est un espace de Hilbert sur le u-corps R. On peut
I'axiomatiser dans L+ ,+.

Etant donné une base orthonormée de taille A\, chaque élément du
p-espace de Hilbert a au plus i coordonnées non nulles.
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En supposant GCH, on a :

Vi A si cof (\) > pet 2 <\
AT sicof(A) < et 20 < A
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Definition

Un p-espace de Hilbert est un espace de Hilbert sur le u-corps R. On peut
I'axiomatiser dans L+ ,+.

Etant donné une base orthonormée de taille )\, chaque élément du
p-espace de Hilbert a au plus o coordonnées non nulles. Par conséquent,
la cardinalité est de la forme A\*.

En supposant GCH, on a :

Vi A si cof (\) > pet 2 <\
AT sicof(A) < et 20 < A

Par conséquent, il existe finalement exactement un pu-espace de Hilbert de
cardinalité A régulier qui n'est pas le successeur d'un cardinal de cofinalité
< p, mais il existe deux j-espaces de Hilbert (de tailles internes \ et A\T)
s'il est un tel successeur.
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u-espaces de Hilbert

Definition

Un p-espace de Hilbert est un espace de Hilbert sur le u-corps R. On peut

|"axiomatiser dans £u+7u+'

Etant donné une base orthonormée de taille )\, chaque élément du
p-espace de Hilbert a au plus o coordonnées non nulles. Par conséquent,
la cardinalité est de la forme A\*.

En supposant GCH, on a :

Vi A si cof (\) > pet 2 <\
AT sicof(A) < et 20 < A

Par conséquent, il existe finalement exactement un pu-espace de Hilbert de
cardinalité A régulier qui n'est pas le successeur d'un cardinal de cofinalité
< p, mais il existe deux j-espaces de Hilbert (de tailles internes \ et A\T)
s'il est un tel successeur.Par contre, il est catégorique dans chaque A par

rapport a la taille interne.
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Catégories accessibles avec colimites dirigées

Le cadre naturel pour étudier le spectre de catégoricité est celui des
catégories accessibles avec colimites dirigées. Elles sont équivalentes a la
catégorie des modeles d'une théorie cohérente x dans L+ ,..
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catégories accessibles avec colimites dirigées. Elles sont équivalentes a la
catégorie des modeles d'une théorie cohérente x dans L+ ,..

FAIT (Lieberman-Rosicky-Vasey 2019) Supposons GCH. Si A (au-dessus
du nombre de Léwenheim-Skolem) n'est pas le successeur de cardinal de
cofinalité inférieure a k, la taille interne \ coincide avec la cardinalité du
modéle.
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Puisque la taille interne est un invariant catégorique, cela implique
aisément que pour les cardinaux réguliers qui ne sont pas les successeurs
de cardinal de cofinalité inférieure a «, la taille interne et la cardinalité
coincident.
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aisément que pour les cardinaux réguliers qui ne sont pas les successeurs
de cardinal de cofinalité inférieure a «, la taille interne et la cardinalité
coincident.

Quel est le spectre d’existence d’une telle catégorie ?
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Catégories accessibles avec colimites dirigées

Par les résultats de Beke et Rosicky (2011), la catégorie est éventuellement
A-accessible pour chaque .
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A-accessible pour chaque A.Sous une hypothése de catégoricité, nous
pouvons prouver qu'éventuellement la restriction aux monomorphismes est
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A-accessible pour chaque A.Sous une hypothése de catégoricité, nous
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Lieberman-Rosicky-Vasey (2019), il existe éventuellement un objet de
taille interne A\ pour chaque A régulier ou de cofinalité supérieure a k.

De plus, nous avons :

Supposons GCH. Soit S la classe des cardinaux qui ne sont pas de
cofinalité inférieure a k ni successeurs de ceux-ci. Si tous les morphismes
sont des monomorphismes, alors pour tout singulier A de cofinalité
inférieure a K, les objets de taille interne \ sont précisément les colimites
dirigées des objets de taille interne ;1 < X dans S.
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Catégoricité et amalgamation éventuelles

Quel est le spectre de catégoricité d'une telle catégorie?
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Catégoricité et amalgamation éventuelles

Quel est le spectre de catégoricité d'une telle catégorie?

Theorem

(Conjecture de catégoricité éventuelle de Shelah pour les catégories
accessibles avec colimites dirigées). Supposons GCH et qu'il existe une
classe propre de cardinaux fortement compacts. Soit K une catégorie
accessible avec des colimites dirigées. Alors il existe un cardinal g tel que
si KC est catégorique dans un certain A\ > o, il est catégorique dans tout
N > po-
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Catégoricité et amalgamation éventuelles

Quel est le spectre de catégoricité d'une telle catégorie?

Theorem

(Conjecture de catégoricité éventuelle de Shelah pour les catégories
accessibles avec colimites dirigées). Supposons GCH et qu'il existe une
classe propre de cardinaux fortement compacts. Soit K une catégorie
accessible avec des colimites dirigées. Alors il existe un cardinal ug tel que
si KC est catégorique dans un certain A\ > o, il est catégorique dans tout
N > po.

Supposons GCH. Si K est catégorique a la fois dans k et k™, K, satisfait
la propriété d’amalgamation. Par conséquent, la catégoricité éventuelle
implique I"'amalgamation éventuelle.
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