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Notations et conventions générales
On note J = [1, 4o0].
Onpose T={acC||a] =1}.
La partie réelle de s € C sera notée R(s) = o et sa partie imaginaire J(s) = 7.

Notation. Soit P € R[Xj, ..., Xy].

P s’écrit de maniére unique sous la forme P = g 46X 00 (aa)aeny est une famille presque
acNN

nulle de réels. On pose supp(P) = {a € NV | aq # 0}.
On définit P* € R[Xy, ..., Xx] ainsi - PT = ) |aq|X*

acNN

Si A est une partie de RY alors convA désigne 'enveloppe convexe de A.

Notation. Pour P € R[X1, ..., Xy], on note E(P) = conv{a — B | a € supp(P), B € RY} le
polyédre de Newton (a linfini) de P.

Définition. Soit C' une partie conveze de RY. On dit que ¢ € C est un point extrémal de C
si:xyyeC tel0 1], c=te+(1—t)y=x=y.

Notation. Si C' est une partie conveze de RY, alors on note extC l’ensemble des points extré-
mauz de C.

Notation. Si A et B sont deuz parties de RN on note A— B={a—-08|acA, 3¢c B}.
Clairement si A et B sont convexes, alors A — B [’est aussi.

Si A est une partie de RY, alors adh(A), int(A) et fr(A) désignent respectivement I’adhérence,
I'intérieur et la frontiére de A pour la topologie usuelle.

Par définition on a : fr(A) = adh(A) \ int(A).

On note 0 = (0,...,0) e RN et 1 = (1,...,1) € RY.

Pour x = (z1,...,zy) € RY on pose |x| = |z1| + ... + |zn].

Pour z = (z1,..., 2n) € CV et o = (o, ..., an) € RY on note z* = z{" .23V,



Sur RY on définit 'ordre < par: a <3 < B - a c RY.
a < 3 signifie donc @ < B et o # 3.

Notation. pourt € {1,....T} on note e; = (0,...,0,1,0,...,0) € NT.

Notation. pour a,b € N tels que a < b on note : [[a,b]] = {m € N | a < m < b}.
Pour a € N on note [[a, +oo[[= {m € N | a < m}.

Dans toute la suite les symboles :
J(Ay.x) <, g(x) uniformémentenxec X et AcA

fAy,x) =0y (g(x)) uniformémentenx € X et A€ A

ont le méme sens et signifie qu'il existe A = A(y) > 0, ne dépendant ni de x ni de A, mais
pouvant a priori dépendre de tous les autres paramétres du probléme considéré en particulier
de y, tel qu’on ait :

vxe X VAe A [f(\y,x)| < Ag(x)

Quand il n’y a pas d’ambiguité, on omettra le mot uniformément dans ce qui précéde.
Le symbole f =< g signifie qu'on a & la fois f < g et g < f.

Convention : dans tout ce travail on dira d'une série & N > 1 variables qu’elle est convergente
lorsqu’elle est sommable (au sens des familles sommables).

En particulier, une série & une variable est dite convergente lorsqu’elle est absolument conver-
gente.
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Chapitre 1

Introduction

Si (am)men+ est une suite de réels et (b,,)men+ est une suite de réels strictement positifs

c 1. L .. ., Qm
tendant vers +o0, alors on peut considérer la série de Dirichlet associée : Z(s) = E =k
m>1 "

Nous allons poser quatre questions sur ces objets. Ces questions nous serviront de fil directeur
tout au long de cette introduction.

1.1 Quatre questions sur les séries de Dirichlet.

Q1) Existe-t-il des s € C pour lesquels la série converge ? Si oui quelle est 'abscisse de conver-
gence o7

Q2) Z posséde-t-elle un prolongement méromorphe ? Si c’est le cas, ol sont les poles ?

Q3) Lorsqu’un entier négatif n’est pas pole, quelle est la nature arithmétique de la valeur en
cet entier?

Q4) Si les entiers négatifs ne sont jamais poles, (et si, par exemple, les valeurs en ces points
sont des rationnels), peut on réaliser I'interpolation p—adique des valeurs aux entiers négatifs ?

Les questions suivantes, ne seront pas abordées dans ce travail :
Existe-t-il une équation fonctionnelle ?
Quelle est la nature arithmétique des valeurs aux entiers positifs en lesquels la série converge 7
Ot sont les zéros du prolongement 7

1.2 Le cas de la fonction zéta de Riemann.

1
La série de Dirichlet la plus simple est la fonction zéta de Riemann : ((s) = Z —.

mS
m>1
Dans le cas de zéta les réponses a nos questions sont les suivantes :
R1) la série converge si et seulement si R(s) > 1.

R2) ¢ admet un prolongement méromorphe & C, le prolongement posséde un seul pole, en s = 1,



et c’est un pole simple.

R3) Rappelons la définition des nombres de Bernoulli : = Z ik,

1
c Q.
+1 Q

On a en fait le résultat trés précis suivant (Clausen Von-Staudt, 1840) :

1
pour k > 2 pair By + Z - cZ.

p premier
p—1|k

R4) En 1964, Kubota et Leopoldt (voir [27]|) réalisent 'interpolation p—adique des valeurs de
zéta aux entiers négatifs.

B
En particulier Vk € N By € Q. Pour k € Non a ((—k) = (—1)kki

Nous allons maintenant considérer deux classes de séries de Dirichlet généralisant zéta.

1.3 Une premiére généralisation de zéta : les séries de Diri-
chlet associées a des polyndmes de plusieurs variables

En 1900, Mellin considére les séries suivantes :
aQeR[Xy, ..., Xy| et PeR[Xy,.., Xy] tels que Vx € JV P(x) > 0, il associe :

Z(Q; P;s) = Z g(%f::gg))s’

mi,...,my=>1

¢ rentre clairement dans ce cadre!

La complexité d’une telle série est liée & la complexité du polyndéme P figurant au dénomina-
teur, les mathématiciens ont donc été amenés a étudier ces séries en se restreignant a certaines
classes de polynoémes.

Mellin prend P a coefficients positifs. Il obtient le théoréme suivant :

Théoréme 1.1. (Mellin [33])

Soient Q) € R[X7, ..., Xy] et P € Ry [X7, ..., Xy].

On suppose que P dépend effectivement de X, ..., Xn.

Alors Z(Q; P;.) se prolonge méromorphiquement a C, les poles étant tous situés sur l’axe réel.

C’est grace a la formule suivante que Mellin met Z(Q; P;-) sous forme intégrale :

I'(s) 1 Katrico Koo Ps — (20 + o+ 2))  T(21)...1(2,)
- = P —— X =, dz1...dz,
(wo + ... +wp) (297)P Sk, oo Ky—ico wy”FretE wit...wp

Il applique avec les w; égaux aux monomes de P.



Kurt Mahler précise ce résultat dans le cadre des polynomes elliptiques :

Définition. Soit P € R, [X1,..., Xy] \ {0}. Notons d le degré de P.
P est dit elliptique si sa partie homogéne de plus grand degré, Py vérifie :
vx € RY \ {0} Py(x) > 0.

Théoréme 1.2. (Mahler [31])

Soit P € R, [Xy,..., Xn]| elliptique de degré d.
Alors :

Pabscisse de convergence de Z(1; P;-) est L
Z(1; P;-) se prolonge méromorphiquement a C,

N —
les poles sont tous simples et inclus dans {Tl |l e N} \ (—N).

C’est grace a la formule d’Euler Mac Laurin que Malher met Z(Q); P; ) sous forme intégrale.
Il prolonge alors de maniére élémentaire les intégrales obtenues.

Dans [12]| Pierrette Cassou-Nogués s’intéresse au cas des polynémes a deux variables. Dans

ce cas elle précise le théoréme de Mellin en donnant des renseignements sur la localisation des
poles.
Dans [10], [11] et [13], elle donne des conditions suffisantes pour qu’un entier négatif ne soit
pas pole et dans ce cas donne des renseignements sur la nature arithmétique de la valeur, en
donnant par exemple des conditions suffisantes pour qu’elle soit rationnelle. Sinon elle discute
de la nature du résidu.

Patrick Sargos étend le résultat de Mellin a la classe des polyndémes non dégénérés :

Définition. P € R[Xy,..., Xy] \ {0} est dit non dégénéré si P(x) < PT(x) (x € JV).

Cette classe est en réalité essentiellement la méme que celle des polynémes a coefficients
positifs. Mais Sargos utilise une méthode différente de celle de Mellin et précise la localisation
des poles. Son théoréme est le suivant :

Théoréme 1.3. (Sargos [34]) Soient Q, P € R[ X1, ..., Xn].

On suppose que P est non dégénéré et dépend effectivement de X1, ..., Xy.
Alors :

Z(Q; P;-) se prolonge méromorphiquement a C.

Les poles sont au plus d’ordre N.

l
Il existe d € N* ne dépendant que de E(P) tel que les pdles appartiennent tous a {UC — 3 RES N}.

Il met Z sous forme intégrale en itérant le théoréme des résidus. Les intégrales obtenues
sont prolongées grace a une "désingularisation partielle" issue d’'une adaptation d’'une méthode

10



due & Varchenko se basant sur le polyédre de Newton.

Ben Lichtin s’attaque a la classe des polyndémes hypoelliptiques :

Définition. P € R[Xy, ..., Xn] est dit hypoelliptique si :
vx € JV P(x) >0,
vae N\ {01 L) 0.
}) X—+00
xeJN

Notons que cette classe n’est pas incluse dans celle des polynémes non dégénérés, mais ne
la contient pas pour autant.
Ben Lichtin montre le théoréme suivant :

Théoréme 1.4. (Lichtin [28])
Soient Q, P € R[ X1, ..., Xn].
On suppose que P est hypoelliptique et vérifie P(x) —— ~+00.

xeJN

Alors :
Z(Q; P;-) se prolonge méromorphiquement a C.
Les poles sont au plus d’ordre N.

[
1l existe d € N* ne dépendant que de P tel que les poles appartiennent tous a {UC 3 |l e N}.

Lichtin utilise aussi le théoréme des résidus mais le long d’un contour différent de celui de
Sargos et le prolongement des intégrales se fait grace a I'utilisation du polynéme de Bernstein-
Sato.

En 1996 Driss Essouabri introduit la classe suivante :

Définition. Soit P € R[ X1, ..., Xn].
On dit que P vérifie HyS si :
vx € JV P(x) >0,

(o3

P
Vo € NV aT(x) <1 (xeJY).

Cette classe contient strictement les deux précédentes, en effet Essouabri donne 'exemple
suivant :

Exemple. Soit P, = (X —Y)’X + X € R[X,Y].
Alors P wvérifie HyS mais P est dégénéré et n’est pas hypoelliptique.

11



Le polynéme P,, nous servira tout au long de la thése.

Essouabri obtient le résultat suivant :

Théoréme 1.5. (Essouabri [24])
Soient Q, P € R[ X, ..., Xn].
On suppose que P vérifie HyS et que de plus P(x) —— +o0.

X— 400
xeJN

Alors :
Z(Q; P;-) se prolonge méromorphiquement a C;
les poles sont au plus d’ordre N ;

[
il existe d € N* ne dépendant que de P tel que les pdles appartiennent tous a {Jc 3 |l e N}.

La représentation intégrale se fait & nouveau par le théoréme des résidus mais ’hypothése
HyS impose I'utilisation d’un contour d’ouverture finie & 'infini alors que les contours précédem-
ment utilisés étaient d’ouverture infinie & 'infini. Les noyaux qui apparaissent sont oscillants
et doivent étre développés en series de Fourier. C’est donc une infinité d’intégrales que 1’on est
amené a prolonger simultanément. On doit donc tenir compte de la question de I'uniformité lors
du prolongement que I'on effectue grace au théoréme de résolution des singularités d’Hironaka.
L’hypothése H(S est probablement optimale pour les méthodes purement géométriques. On
renvoie a ([24], page 433) pour un indice d’obstruction de nature arithmétique.

Notons que les trois derniers auteurs cités obtiennent des majorations du prolongement mé-
romorphe de Z qui leur permettent d’obtenir une application trés intéressante dans le domaine
du comptage de points entiers ; plus précisément, sous leurs hypothéses respectives, ils décrivent
le comportement asymptotique de card{m € N*¥ | P(m) < R} lorsque R tend vers +oo.

1.4 Une deuxiéme généralisation de zéta : les fonctions zé-
tas des corps de nombres

Soit K un corps de nombres totalement réel. On définit la fonction zéta associée a ce corps
de nombres de la maniére suivante :
Ck(s) = Z N(I)~*. (La somme porte sur les idéaux entiers non nuls de 'anneau des entiers
I

de K).
Bien évidemment ¢ = (p!

Dans le cas de (k, les réponses aux questions précédemment posées, sont les suivantes :
R1) La série converge pour {s € C | R(s) > 1}.
R2) (k se prolonge méromorphiquement a C, le prolongement posséde un seul pdle en s = 1,
et c’est un péle simple.

12



Nous allons maintenant nous intéresser a Q3).
Supposons que K est abélien sur Q.

“+o0
x(m)
ms

Rappelons que si X est un caractére, on pose L(X, S) =
m=1

On a alors la formule (k(s) = H L(x, s). On en déduit que (x(—k) € Q.
X

On définit la fonction ¢ p-adique associée a K par : (x, = H L,(x,s).
X

Le cas d’un corps de nombres quelconque est bien plus difficile. Trois approches distinctes vont
conduire aux résultats. Avant de détailler ces trois approches signalons qu’en 1971, Serre ([36])
émet des conjectures sur les dénominateurs de (x(—k) et que ces conjectures sont prouvées dans
le cas oul K est abélien sur QQ par Coates-Lichtenbaum (|15]) et Fresnel (|25]).

a) L’approche modulaire :
en utilisant des formes modulaires Klingen ([32]) et Siegel([40]) montrent que pour un corps de
nombres totalement réel quelconque on a : Vk € N (g(—k) € Q.
S’inspirant de ce travail et s’appuyant sur un travail de Swinnerton-Dyer ([41]), Serre [37] défi-
nit les formes modulaires p—adiques et en déduit 'existence des fonctions zéta p-adique (x , des
corps de nombres totalement réels. Cependant ceci ne lui permet ni de résoudre ses conjectures
sur les dénominateurs ni de faire le lien entre les fonctions zétas p—adiques et I’élément de
Stickelberger (voir I'article de Coates (|18])).
Ceci provient du fait que I'on utilise des formes modulaires a une seule variable. C’est pourquoi
Serre a suggéré de définir des formes modulaires p—adiques de Hilbert. C’est ce qu’ont fait
Deligne et Ribet. Il annoncent la preuve & Durham en 1975, elle parait en 1980 dans [22]. (Voir
aussi l'introduction de [21]). Ils obtiennent ainsi les fonctions L p—adiques avec les propriétés
conjecturés. Leur preuve est délicate et utilise beaucoup de géométrie algébrique.

b) En utilisant la transformation de Cauchy p—intégrale et des formules dues a Shintani, Daniel
Barsky ([5]) démontre lui aussi tous les résultats évoqués ci dessus. Les formules de Shintani
que nous venons d’évoquer sont aussi a la base de la troisiéme approche, approche sur laquelle
nous allons maintenant nous concentrer.

c) La troisiéme approche utilise les séries de Dirichlet associées & des polyndémes. C’est 'objet
de la section & venir.

Avant cela signalons que Coates et Sinott ([16]) ont résolu le cas quadratique grace a des
formules explicites de Siegel ([39]).

13



1.5 Le lien entre les deux généralisations

Soient @ € R[X1, ..., Xn] et P € R[Xy, ..., Xy] tels que Vx € JV P(x) > 0 et pa, ..., un € T.
On note Z(Q; P;s) = Z LN Q(my,...,my)

TN P(my, . my)s
Nous appellerons séries de Shintani les Z(1, P, y11, ..., un) pour lesquelles P est un produit d’au
moins N formes linéaires a coefficients dans R, .

En 1976 Shintani ([38]) montre que ces séries se prolongent méromorphiquement & C, que
les entiers négatifs ne sont pas péles et il donne des formules explicites mais compliquées pour
les valeurs aux entiers négatifs.

Par ailleurs il montre que pour K un corps de nombres totalement réel quelconque, (x s’écrit
comme une combinaison linéaire de telles fonctions avec py = .... = uy = 1.

Il retrouve ainsi le théoréme de Klingen-Siegel. Mais la complexité des formules ne permet pas,
semble-t-il, d’obtenir plus.

En 1979, dans [7], Pierrette Cassou-Nogués fait deux observations fondamentales :

* lorsque la série est réellement tordue (ie pq, ...,y # 1), on peut donner une forme trés
agréable aux formules de Shintani donnant les valeurs aux entiers négatifs, en particulier ces
nouvelles formules sont adaptées a l'interpolation p—adique;

* pour une large classe d’idéaux J entiers de K, une profonde modification de la méthode de
Shintani permet d’écrire (1 — N (J)'~*)(x(s) comme une combinaison linéaire de séries de Shin-
tani réellement tordues. Dans [26] Katz souligne I'importance de ceci.

Grace a ce qui précéde Cassou-Nogues prouve l'existence des fonctions L p—adique des corps
de nombres, fait le lien avec I’élément de Stickelberger et prouve les conjectures de Serre sur
les dénominateurs.

Notons que certaines congruences (pour p = 2) obtenues par Deligne-Ribet ne sont pas four-
nies par l’approche séries de Dirichlet associées a des polynomes de plusieurs variables. (Pas
plus que par celle de Barsky). Par contre c’est cette approche qui a permis & Colmez ([19]) de
calculer le résidu de (x, en 1.

Cassou-Nogués se pose alors la question naturelle suivante : que peut on dire si ’'on met un
polynéme quelconque, qui ne soit plus nécéssairement un produit de formes linéaires ?
Adoptons la notation de son article [9] :

Lemme. Soit P € R[ X}, ..., Xy].

N
On pose : R(P)(Ys,...Yn) = > P(mq,...my) [V
mi,....my=>1 n=1

Alors R(P)(Y1,...,Yy) € R(Yq, ..., Yy).

Le théoréme qu’elle obtient s’énonce alors ainsi :
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Théoréme 1.6. (Cassou-Nogués, [9])

Soient P € R, [X7, ..., Xy] dépendant effectivement de X1, ..., Xn et pi1,...,un € T\ {1}.
Alors :

Z(1; Py, ..., uNs ) se prolonge holomorphiquement a C,

pour tout k € N, Z(1; Py piy, ..., un; —k) = R(P*)(p1, ..., pin).

Ces formules généralisent donc celles qu’elle a obtenues dans [7] et la preuve est compléte-
ment différente.

Donnons le schéma de la démonstration.
Le premier ingrédient est le lemme suivant, que 'on trouve dans [42] :

Lemme. Soit (ay,)men+ une suite de nombres complezes et (by,)men+ une suite de réels stricte-

ment positifs tendant vers +o00.
+o0

Am . . L.
On pose Z(s) = Z 5 s et l’on suppose qu’il existe s € C tel que cette série converge.
m=1""
+o00
Grice a cette hypothése, on peut définir f: RY — C par : f(x) = Z e om?.
m=1

On suppose qu’il existe une suite (ci)ren de complezes telle que, pour tout K € N*, on ait au
K-1

voisinage de 0 : f(x) = Z e + 0(x").
k=0

Alors Z se prolonge holorﬁorphiquement aC etVk e N Z(—k) = (—=1)*klcy,.

Grace a ce lemme Cassou Nogués est conduite a prouver l'existence d'un développement
asymptotique pour : x +— Z p™ exp(—P(m)x) et a donner des expressions des coefficients.

meN*N
Elle fait ceci en utilisant la formule d’Euler Mac Laurin.

En travaillant sur R(P*) Cassou Nogués donne des formules explicites pour Z (P, u, —k). Les for-
mules obtenues permettent l'interpolation p-adique et contiennent celles qui, dans [7], donnent
les importantes applications arithmétiques.

Vingt ans plus tard, Kwang Wu Chen et Minking FEie vont donner des expressions des va-
leurs aux entiers négatifs de Z(Q; P;-) en fonction des valeurs aux entiers négatifs des "briques
elémentaires" suivantes :

+oo
Définition. Pour € T on pose (,(s) = .
mS

m=1

Leur théoréme est le suivant :
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Théoréme 1.7. (Chen-Eie [14]) :
Soient P,Q € R[Xq, ..., Xn].

On suppose que :

a) Pe R [Xy,..., Xn]

b) P dépend effectivement de X, ..., Xy.
Soit k € N. On note QP* = Z Ao X,

acsS
Soient de plus py, ..., un # 1 des nombres complexes de module 1.

Alors : N
Z(Q; Pipias oo v —k) = Yt [ [ G (=)

a€ES n=1

Les méthodes qu’ils emploient sont essentiellement les mémes que celles de Cassou-Nogués.

1.6 Présentation de notre démarche

Les séries qui feront 'objet de notre attention dans ce travail sont les suivantes :
solent Q, Py, ..., Pr € R[Xq, ..., Xn] et p1, ..., iy des nombres complexes de module 1.
On considére la série de Dirichlet multivariable suivante :

N m
L 1Q(ma, ..., m
Z(Q;Plv"’7PT;:u17"'7MN;517"’78T>: Z (Hn_llu )Q( . N> (*)

T
mi>1,..my>1 Ht:1 P(my,...,my)*
ou (s, ...,s7) € CT.

Une simple adaptation du résultat de Essouabri ([24]) permet de voir que si Py, ..., Pp véri-
fient I’hypothése probablement optimale H(S, alors cette série se prolonge méromorphiquement
a CT. On s’attend a ce que, lorsque la série est réellement tordue (c’est a dire lorsque juy, ..., un
sont tous différents de 1) le prolongement soit holomorphe. Comme nous le montrerons sur un
exemple, ce n’est pas toujours le cas. Dans ce travail nous introduisons une classe de polynémes
contenant strictement celle des polynémes & coefficients positifs et celle des polynémes hypoel-
liptiques et contenue dans celle des polynémes vérifiant HyS. Aprés représentation intégrale et
étude des intégrales obtenues, nous montrons que dans cette classe le prolongement de Z est
holomorphe sur C”. L’utilisation de ces séries multivariables (i.e. T' quelconque) fournit le
cadre naturel a la démonstration d’un lemme d’échange crucial (voir le chapitre 2 pour plus
de détails) . De ce lemme d’échange on déduit le principal résultat de ce travail & savoir des
formules simples et explicites pour les valeurs aux points s = (—ky, ..., —k7) € (=N)T (T-uplet
d’entiers négatifs).

Les résultats les plus importants en lien avec notre travail sont ceux obtenus par Pierrette
Cassou-Nogueés (|7] et [9]) dans le cas d'un polyndme & coefficients positifs (7" = 1). Citons
aussi le travail de Kwang-Wu Chen et Minking Eie ([14]) qui ont obtenu sous les mémes hypo-
théses que Pierrette Cassou-Nogues et par des méthodes semblables aux siennes des formules
trés simples pour les valeurs aux entiers négatifs —k. Dans notre travail nous obtenons des
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formules aussi simples que celles de Kwang-Wu Chen et Minking Eie mais pour une classe
plus générale de polynomes (classe HDF) et pour des séries associées a plusieurs polynomes
(T quelconque). Par ailleurs nos méthodes sont radicalement différentes de celles utilisées par
Cassou-Nogues et Chen-Eie; nous espérons que la méthode du lemme d’échange donne une
meilleure compréhension de l'origine de ces formules. De plus nos formules permettent de réa-
liser facilement I'interpolation p-adique.

Nous considérons aussi un autre point de vue : grace & une méthode de décalage nous trouvons
des relations entre les valeurs de séries Z aux T-uplet d’entiers négatifs. Ces relations prennent
une forme particuliérement simple lorsque les P; sont des formes linéaires.

Signalons que I’étude des séries Z(Q; Py, ..., Pr; i1, .., Un; S1, ---, S7) définies par % a connu ré-
cemment un regain d’activité dans le cas ol les P, sont des formes linéaires depuis que Zagier
[43]) a mis en évidence de profondes relations avec la théorie des nombres, la géométrie algé-
brique, la théorie des noeuds et méme la physique mathématique (voir Cartier [6] pour plus de
détails).

Comme nous 'avons indiqué ci dessus le prolongement de Z(Q, Py, ..., Pr, f1, .., ANy S1y vy ST)
sous HyS découle de Essouabri ([24]) par simple adaptation. Voir aussi Cassou-Nogueés (]9]),
Sargos ([34]) et Lichtin ([28]) pour des classes de polyndomes moins générales. Le cas particulier
des formes linéaires a été étudié par plusieurs auteurs (Akiyama, Egami et Tanigawa dans [1];
Akiyama et Ishikawa dans [2]; Akiyama et Tanigawa dans [3]; Arakawa et Kaneko dans [4];
Egami et Matsumoto dans [23]; Zhao dans [44]). Dans ce cas les auteurs redémontrent 1’exis-
tence du prolongement analytique et établissent des relations entre les valeurs aux 7'—uplets
d’entiers négatifs. Dans le cas tordu, notre théoréme E donne des relations dans un cadre beau-
coup plus général.

Signalons enfin qu’un chapitre de cette thése est consacré a ’étude de certaines classes de
polynémes a plusieurs variables (non dégénérés, hypoelliptiques, HDF, H,S).
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Chapitre 2

Enoncés des résultats

Les objets que nous allons regarder dans ce travail sont les séries de Dirichlet multivariables
associées a des polynoémes de plusieurs variables, plus précisément nous avons la :

Définition. Soient Q, Py, ..., Pr € R[Xy, ..., Xy] tels que Vt € [[1,T]] vx € JV PBi(x) > 0.
Soit p € TV,
On pose :

T
Z(Q;Pla"'7PT;u’551a-'-7ST): Z l’l’mQ<m)Hpt(m)_St
t=1

mEN*N

Il est clair que les méthodes de [24| permettent de montrer que Z(Q; Py, ..., Pr;p;-) se
prolonge méromorphiquement & C’ lorsque Py, ..., Pr vérifient HyS. Lorsque i, ..., iy sont
tous différents de 1 on peut espérer que le prolongement soit holomorphe. Ce n’est pas le cas :
au chapitre 5, on montre que Z(1; P.,; —1; —1;-) posséde un pole. Pour garantir I’holomorphie,
il faut donc se restreindre & une sous-classe de HyS. Considérons la classe HDF suivante :

Définition de ’hypothése HDF. Soit P € R[Xq, ..., Xx].
On dit que P vérifie I’hypothése de décroissance faible (abrégée en HDF dans toute la suite) si :
xVx e JV P(x) >0,

x Jeg > 0 tel que pour « € NV etn € [[I,N]] on a : o, > 1 = T(X) <z (xeJV).

Cette classe contient les polynomes hypoelliptiques et les polynémes non dégénérés. Une
étude détaillée de ces différentes classes fait I'objet du chapitre 3. Ce chapitre contient de
nombreux résultats techniques, dont nous pensons qu’ils peuvent s’avérer utiles.

La classe HDF répond & nos attentes : sous I’hypothése HDF les séries Z se prolongent
holomorphiquement, plus précisément :

Théoréme A. Soient Q, Py, ..., Pr € R X3, ..., Xn].
On suppose que :
* Py, ..., Pr vérifient HDF,
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X—+00
xeJN

Soit de plus pp € (T \ {1})"V.
Alors Z(Q; Py, ..., Pr; w; -) posséde un prolongement holomorphe a CT.

T
* HPt(x) — +00.
t=1

La preuve de ce théoréme se fait en deux temps : tout d’abord, en itérant le théoréme
des résidus nous obtenons une représentation intégrale de Z. Ensuite nous montrons que les
intégrales Y obtenues se prolongent holomorphiquement & C”. Le théoréme concernant ces in-
tégrales (démontré au chapitre 4) est une version étendue de ceci :
soit f: R — C définie par f(z) = €',

T N
alors sous 'hypothése HDF Y (Q; P, ..., Pr; f..., f;s) = / Q(X)HH(X)_St Hf(xn)dx se
TN =1 n=1

prolonge holomorphiquement & C*. Pour plus de précisions on renvoie au chapitre 4.

Se pose maintenant la question de la nature des valeurs de Z aux T-uplets d’entiers négatifs.
Le lemme clé est le suivant :

Lemme d’échange. Soient Py, ..., Pr,Q1,...,Qr € R[X,..., Xy] et Q € R[X}, ..., Xy].
On suppose que :

* Py, ..., Pr,Q1, ..., Qp vérifient HDF,
T

T/
* X) — 400
11(9t< )\xke+a>
- xcJN
Soient de plus p € (T\{1})N et ky,...,kp, 01, ..., 07 € N.
Alors :
T T
Z (QHQ#;H, oo Py —ky, . —kT> —Z (QHB’“;QI, o Qs =1y, —eT,>
t=1 t=1
Remarque.

1) Justification de l'intérét de ce lemme :

rappelons nous tout d’abord que la complexité des séries Z est directement liée a celles des po-
lynémes Py, ..., Pr.

Considérons le cas T =T' =1 avec QQ = 1. Supposons P; "compliqué" et Q1 "simple".

Le lemme d’échange s’écrit : Z(Q; Py; p; —k1) = Z(PF'; Qq; sy —¢1).

Le terme de gauche est "difficile” a calculer, alors que celui de droite est "simple” a calculer.
On voit donc clairement le gain que permet le lemme d’échange.

2) Justification de ’étude de séries multivariables :
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il est vrai que le lemme d’échange a un sens pour des séries a T = T' = 1 variable. Cependant la
preuwve du lemme dans ce cadre monovariable nécessite l’emploi de séries a T+T" = 2 variables.
Ceci justifie, sl en était besoin, l'utilisation de séries multivariables.

Remarque. Dans les travaux antérieurs, [’existence d’un prolongement holomorphe et le calcul
des valeurs s’effectuaient simultanément. Ici ce n’est absolument pas le cas : nous avons deux
étapes totalement indépendantes.

Rappelons la définition suivante :

Définition. Pour i € T, on pose (,(s) = Z e

s
m>1

Remarque. Pour p €T on a Z(1; X; ;) = (.

Du lemme d’échange nous déduisons facilement un théoréme exprimant les valeurs des sé-
ries Z (générales) aux T-uplets d’entiers uniquement en fonction des valeurs des séries ¢, aux
entiers négatifs :

Théoréme B. Soient Q, P, ..., Pr € R[X;, ..., Xn].
On suppose que :
a) Py, ..., Pr vérifient HDF,

T

|x|—+o00
xeJN

b) [[P(x) —— +oc.

T
Soient ky, ..., k7 € N. On note QH PM = Z Ao X,
t=1 acsS
Soit de plus p € (T \ {1}H)".
Alors :

N
Z(Qv Pla "'7PT; 2 _kla ey _kT) = Zaa HCun(_an)

acsS n=1

Remarque. Ce théoréme est donc une généralisation du théoréme de Cassou-Nogués ([9]) et
celui de Chen-Eie ([14]). En effet notre résultat vaut pour des séries multivariables associées a
des polynomes vérifiant HDF. De plus notre preuve est radicalement différente des leurs.

Le lemme d’échange étant un principe général de calcul de valeurs aux entiers négatifs, on
peut aussi 'appliquer aux intégrales Y ; on en déduit le résultat suivant pour Y :
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Théoréme C. Soient Q, P, ..., Pr € R[X, ..., Xn].
On suppose que :
a) Py, ..., Pr vérifient HDF,

T

b) HPt(x) m +o0.
xeJN

Soient kq, ..., kr € N. On note QH Pkt = Z A X™.

acsS

Alors : N
Y(Qa P17 "'7PT; f7 sy f> _kla sy _kT) = Z Qo HY<LX7 .f> _an)'

acesS n=1

Pour expliciter les formules du théoréme B on a besoin de formules pour ¢,(—k). On voit
apparaitre les nombres de Stirling de deuxiéme espéce. Rappelons que S(k, 1) désigne le nombre
de partitions en k blocs d’un ensemble & [ éléments. En particulier, c’est un entier.

Lemme A. Soit € T\ {1}.
k

£'Sk€
Mz(

1—u

Alors pour tout k € N on a : (,(—k

De ce lemme et du théoréme B on déduit :

Proposition A. Soient Q, Py, ..., Pr € R[ X}, ..., Xy].
On suppose que :
a) Py, ..., Pr vérifient HDF,

T

b) I]:f%(x)-ﬁq:;;;?‘+00.
xeJN

Soit p € (T\ {1}H)¥
Alors pour tout k € NV on a

Z(Q; Py, ..., Prip; —k) = g I_Lu)1 > (1 _1“)11 > {(‘UU (f)@(—j) Hpt(—j)kt}

£eNN JETTNZ {0510}

formule dans laquelle la somme sur £ est en fait une somme finie.

Ces formules généralisent celles de Pierrette Cassou-Nogués données dans [9]. En particulier
grace & sa modification de la méthode de Shintani, ceci permet de retrouver toutes les applica-
tions arithmétiques (construction des fonctions L p—adiques des corps de nombres totalement
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réels, lien avec le Stickelberger, conjectures de Serre sur les dénominateurs).
Par ailleurs notre cadre est plus général (séries & T' variables, classe HDF) et notre preuve est
totalement indépendante.

A ce stade, comme Cassou-Nogués, nous pouvons interpoler p—adiquement :

Théoréme D. Soit p un nombre premier.
On fize un morphisme de corps de C dans C,, il sera sous entendu dans les formules.
Soient Q, Py, ..., Pr € Z[ X, ..., Xy].
Onn suppose que :
a) Py, ..., Pr vérifient HDF,
T

iy
c)Vte{l,..,TyVjeZ" pt B(j) .
Soit p € (T\ {1}H¥.
On suppose que ¥n € {1,.... N} |1 — p,|, > p_P%l.
Soitr € {0,...,p — 1}7.
Alors il existe Z(Q, P, ..., Pr, p,-): ZpT — C, continue telle que :
vk € NT wérifiant Vt € {1,....,T} k; =r; mod (p— 1), on ait :

On en déduit le corollaire suivant :

b) [] Pi(x) ——— +oo,

Corollaire A. Soit p un nombre premier.
On fize un morphisme de corps de C dans C,, il sera sous entendu dans les écritures.
Soient Q, Py, ..., Pr € Z[ X, ..., Xy].
On suppose que :
a) Py, ..., Pr vérifient HDF,
T

b) [] Pi(x) ——— +o0,

|x| =400
xcJN
) T
On pose : Z(Q; Py, ..., Prypu;s) = Z p™Q(m) H P,(m)~*.
meN*N t=1

Vte{1,.,T} ptP;(m)
Soit pu € (T\ {1})VN.
On suppose que Vn € {1,.... N} |1 — |, > p_ﬁ.
Soitr € {0,...,p— 1}7.
Alors il existe Z3(Q, P, ..., Pr,p,-): ZpT — C,, continue telle que :
vk € NT wérifiant Vt € {1,....,T} k; =r, mod (p— 1), on ait :

Z5Q, Py, ..., Prop,—K) = Z(Q, Py, ..., Pr, 1, —K).
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Nous allons maintenant considérer un point de vue complétement différent de celui qui
précéde : celui des relations entre valeurs.
Une méthode dite de décalage nous donne le :

Théoréme E. Soient p € (T\ {1})V et Q, P, ..., Pr € R[Xy, ..., Xn].
On suppose que :
a) Py, ..., Pr vérifient HDF,

T

b) HPt(x) m +o0.
= xeJV

Onpose?%z{meN*N | mzﬁ—l—l}—{mEN*N | 3ne{l,...,N} m, <0,}.

On pose : Z pmQ(m HPt

mePy
Clairement Z% | peut s’écrire comme une combinaison linéaire finie de fonctions Z associées
a des polynémes a au plus N — 1 variables et vérifiant HDF et de fonctions puissances.
Pour P € R[Xq, ..., Xn], on définit AP € R[X1,..., Xn| par : AP(X) = P(X + £) — P(X).
Alors pour tout k € NT on a la relation suivante :

k T
(1—pHZ(Q; P, ... Prip; —k) =p® Y (u) ( QX+ [[(AR)™; Pr, ..., Pr; p; —k+u>
t=1

O<u<k

Remarque.

1) Ces formules permettent un calcul par récurrence.

En effet, dans chacun des termes de droite il y a une quantité entiére qui est strictement plus
petite que la quantité correspondante & gauche :

| —k+u| <|—k|, deg(AQ) <deg®, N—-1<N.

2) Dans le cas hypoelliptique la méthode de décalage nous donnera de plus une nouvelle dé-
monstration (n’'utilisant pas de représentation intégrale) du prolongement holomorphe.

Dans le cas des formes affines (particuliérement intéressant a cause du lien avec les fonctions
zétas des corps de nombres), les relations se simplifient beaucoup :

Corollaire B. Soient u € (T\ {1}V et P, ..., Pr € R[X4, ..., Xn].
On suppose que :

Py, ..., Pr sont des formes affines.

T

H P, dépend de toutes les variables,
t=1
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Vi e {1,...,T} Py(x) > 0.
On pose Z(w;s) = Z(1; P, ..., Pr; p; ).
Soita € NV. Onpose E(a) = {m € N |m # a+1} = {m e N*V | 3n € {1,..,N} m, < a,}.
T

On pose : Zy_1(p,8) = Z umHPt(m)_st.
mekFE(a) t=1
Clairement Z3%_, peut s’écrire comme une combinaison linéaire finie de fonctions Z associées
a des formes affines a N — 1 variables et de fonctions puissances.
Pour tout t € {1,...,T} on pose : §; = P(X +a) — P(X), §; € R.
Alors pour tout k € NT on a la relation suivante :

L i) Z(s 10 =t 3 ()2 kot 28 ()

O<u<k

Remarque. Si un polynéme P est un produit de formes affines Ay, ..., Ar, on comprend beau-
coup mieuzx la structure des nombres Z(1; P;p; —k) en les considérant dans la famille de
nombres Z(1; Ay, ...Ar; p; —k1, ..., —kr), famille au sein de laquelle on a des relations trés
simples.

Citons pour terminer cette présentation, les plus significatifs des résultats du chapitre 3.
Rappelons tout d’abord la définition du polyédre de Newton (& l'infini) d’un polynéme P €
Rq)(h.“,)CN]I
E(P) = conv {a — B | a € supp(P), B € Rf}, ou supp(P) est le support de P.

Les définitions des différentes classes de polyndémes (non dégénéré, hypoelliptique) se trouvent
dans l'introduction.

Au sein de la classe des polyndémes non dégénérés nous caractérisons les croissances compa-
rées de polyndémes grace a leurs polyédres de Newton :

Théoréme F. Soient P,Q € R[Xq, ..., Xy] non dégénérés.
Alors :

1) P(x) < Q(x) (xe€JY) = &(P)C&(Q),

2) J;(X) = Q(x) (xeJV) < E(P)=£(Q),

3) é(x) —— 0 < &(P) Ccint(£(Q)).

|x|—+00
xeJN

Nous utilisons ceci pour caractériser les polynémes hypoelliptiques, et ce au sein des poly-
noémes non dégénérés :
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Théoréme G. Soit P € R[X}, ..., Xy] non dégénéré.
Alors sont équivalents :

i) P est hypoelliptique,

i) Vn € [[1, N]] Yo € supp(P) on a :

a, > 1= (041, ey Q15 Ol 1y eeey O[N) c mt(E(P(Xl, ooy Xn—1, 1, Xog1,s ,XN)))
Remarque. La caractérisation de la classe des polynomes non dégénérés et hypoelliptiques est

un résultat qui a un intérét propre, voir, par exemple Lichtin ([29] et [30]) ou l'on a besoin de
se placer dans cette classe pour obtenir des théorémes taubériens multivariables.

Enfin nous montrons qu’en un sens la classe HDF' est beaucoup plus grosse que I'union de
la classe des polynomes hypoelliptiques avec celle des polynémes non dégénérés.
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Chapitre 3

Sur certaines classes de polyndémes a
plusieurs variables

Ce chapitre est consacré & 1’étude de certaines classes de polynémes & plusieurs variables,
classes intervenant naturellement dans ’étude des séries de Dirichlet associées & des polyndémes !
En utilisant des résultats de Varchenko et Vassiliev, Sargos (dans [35]), fait une étude appro-
fondie de la classe des polyndémes non dégénérés. Inspiré par ces travaux, nous adoptons un
point de vue un peu différent basé sur le lemme de classification des mondémes du & Essoua-
bri (voir [24]) et continuons 'étude de cette classe et de ses connections avec d’autres classes
de polynomes (hypoelliptiques, HyS et HDF). Au passage nous retrouvons quelques résultats
classiques.

3.1 Présentation de ce chapitre

Tout d’abord rappelons que pour P € R[X7, ..., Xy] les notations £(P) et P* furent définies
dans les Notations et conventions générales en début de thése. On a besoin de quelques
notations supplémentaires :

Notation 3.1.1. Pour P € R[X1, ..., Xx|, on note ext(P) = ext(E(P)).

Notation 3.1.2. Si P € R[ X}, ..., Xn]| s’écrit P(X) = Z ao X%, alors on pose :
aeNN
Pr(X)= > X

acext(P)

Ce chapitre est découpé en cinq sections dont nous allons maintenant détailler le contenu.

1) La premiére section est constituée de préliminaires sur les polyédres. Les résultats sont clairs :
"se voient sur la figure", mais nous n’avons pas trouvé de référence ot ils se trouvent clairement
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énoncés et intégralement démontrés. Nous détaillons donc les preuves pour la commodité du
lecteur.

A la fin de cette partie sont regroupées les conséquences (sur le polyédre de Newton d’un po-
lynéme) qui seront utiles par la suite.

2) Dans la deuxiéme section, nous commengons par rappeler quelques propriétés classiques de
certains changements de variables polynomiaux. Ces changements de variables interviennent
dans le lemme de classification des monoémes du & Essouabri, lemme que nous utiliserons a de
nombreuses reprises. Ces outils nous permettent de démontrer la proposition suivante :

Proposition 3.1.3. Soient P et Q € R[Xq, ..., Xy].
P
On suppose que Vx € JV Q(x) > 0 et que a(x) — 0.

|x|—400
xeJN
pt
Alors : — ——— 0.
QT Ix|—+o0
xeJN

P
Remarque 3.1.4. Il est en général difficile de décider si —(x) ——— 0.

Q7 Ixlotoc
xeJN
+
Nous verrons par la suite que o II—) 0 est équivalent a E(P) C int(E(Q)), cette derniére
X|—+00

xcJN
condition est elle, facile a vérifier, d’ou l’interét de la proposition.

3) Dans la troisiéme section nous étudions la classe des polyndmes non dégénérés. Rappelons
en la définition :

Définition. P € R[X1,..., Xy] \ {0} est dit non dégénéré si P(x) < PT(x) (x € JV).

Remarque 3.1.5. Cette définition de non dégénérescence, comme d’ailleurs les définitions des
autres classes de polyndomes, ne concerne que le comportement du polyndéme dans une partie
d’un voisinage de la singularité a l'infini. En particulier les différentes classes de polynémes ne
sont pas stables par certains automorphismes linéaires de RY, JN se trouvant parfois modifié
par ces automorphismes (voir en fin de chapitre pour des exemples).

La proposition suivante donne un critére en terme de comparaison de croissance :

Proposition 3.1.6. Soit P € R[X, ..., Xx]| vérifiant Vx € JV P(x) > 0.

PP ) < x= (x € JN).

Alors : P est non dégénéré <= Yo € NV Iz
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Cela permet donc de situer les hypothéses d’hypoellipticité, de non dégénérescence, HDF et
HyS dans un cadre commun.

Enfin nous démontrons le théoréme F, dont nous rappelons maintenant I’énoncé :

Théoréme F. Soient P,Q € R[Xq,..., Xn] non dégénérés.
Alors :

1) P(x) < Q(x) (xe€JV) < &(P) C &Q),

2) P(x) < Q(x) (x € JN) <= ext(P) = ext(Q),

3) g(x) —— 0 <= &(P) Ccint(E(Q)).

|x|—+o0
xeJN

L’intérét de ceci est que les vérifications d’inclusion de polyédres de Newton sont trés faciles
a faire.

4) Dans la quatriéme section nous étudions les polynémes hypoelliptiques, rappelons la :

Définition. Soit P € R[X;, ..., Xy].
P est dit hypoelliptique s’il vérifie les deux conditions suivantes :
vx € JV P(x) >0,

N o*P
Va € NV \ {0} Iz (x)

|x|—+o00
xeJN

On prouve ensuite la remarque suivante :

Remarque 3.1.7. Soit P € R[X}, ..., Xy] hypoelliptique non constant.

Alors P(x) I\—> +o00.
X|—+00
xeJN
En particulier P dépend de toutes les variables.

Grace au résultat de la deuxiéme section, nous pouvons montrer le résultat suivant :

Proposition 3.1.8. Soit P € R[X}, ..., Xx]|. Alors :
a) P hypoelliptique = P hypoelliptique,
b) si P est non dégéneré : P hypoelliptique <= P™ hypoelliptique.

L’intérét de cette proposition est que, comme nous allons le voir, grace au théoréme G, il
est facile de décider si PT est hypoelliptique ou non.

Rappelons 1’énoncé du théoreme G :
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Théoréme G. Soit P € R[X}, ..., Xy] non dégénéré.
Alors sont équivalents :

i) P est hypoelliptique,

i) Vn € {1,..., N} Yo € supp(P) on a :

ap > 1= (g, o1, a1y ooy ) € int(E(P( X1,y oooy Xnm1, L, Xog1, oo, X))

Ceci permet donc de décider effectivement si un polynéme non dégénéré est hypoelliptique
ou non.

5) Dans la cinquiéme section nous introduisons une nouvelle classe de polynomes :

Définition de ’hypothése HDF. Soit P € R[ X1, ..., Xx]
On dit que P vérifie I’hypothése de décroissance faible (abrégée en HDF dans toute la suite) si :
vx € JV P(x) >0,

0P
Jeo > 0 tel que pour a € NN et n € {1,...,N} ona.'ozn21:>?(x)<<x;€° (x e JV).

On commence par noter que si un polynoéme vérifie HDF alors il vérifie H.S.
Puis I'on fait la remarque suivante :

Remarque 3.1.9. Soit P € R[X}, ..., Xy] vérifiant HDF et dépendant effectivement de toutes
les variables.
Alors P(x) —— +00.

|x|—4o00
xcJN

On conclut en donnant un moyen simple de construire des polynémes vérifiant HDF mais
qui soient dégénérés et qui ne soient pas hypoelliptiques. On constate que la classe HDF est
"beaucoup plus grosse" que I'union de la classe des polynémes non dégénérés avec celle des
polynémes hypoelliptiques. Voici le résultat :

Proposition 3.1.10. Soit P € R[ X1, ..., Xn| non dégénéré mais pas hypoelliptique.
Soit Q € R[ Xy, ..., Xn| hypoelliptique dégénéré.
Alors : PQ vérifie HDF est dégénéré et n’est pas hypoelliptique.

3.2 Préliminaires de géométrie élémentaire

Le résultat suivant est bien connu : si £ est un polyédre compact alors £ = conv(extf)
(c’est un cas trés particulier du théoréme de Krein-Milman). Ceci peut aussi se formuler de la
maniére suivante : si S est un ensemble fini de points de R" alors, si I'on pose €& = convS, on

29



a & = conv(extf).
Le but de cette section est d’adapter ceci au cadre qui nous intéresse. Adoptons une notation :

Notation 3.2.1. Si S est une partie de RY, alors on pose £(S) = conv (S — RY).
Le but de cette section est tout d’abord de montrer I’adaptation suivante :

Proposition 3.2.2. Soit S une partie finie de RY. On note €& = £(S).
Alors € = E(extf).

En fin de section nous en tirons la conséquence utile pour nous sur le polyédre de Newton
d™un polynome.

Avant de faire la preuve de 3.2.2 proprement dite nous avons besoin de nombreux petits
lemmes techniques.

Lemme 3.2.3. Soit S une partie de RY .
Alors : £(S) =E(S) — RY.

Preuve :

* C

0 € RY donc &(S) C £(5) — RY.

* D

Soit x € £(S) — RY.

x s’écrit x = e — ac avec e € £(9) et a € RY.

m m

e s’écrit e = th‘(Si —a;)ouVie{l,..m}t; e Rys; € S,a; € RY et on Zti =1.
i=1 i=1

m

X = Zti(si — (a; + @) donc x € conv(S —RY).
i=1

Lemme 3.2.4. Soit S une partie de RY.
Alors : £(S) = conv(S) — RY.

Preuve :

* C

S —REY C conv(S) —RY, conv(S) — RY est convexe donc conv(S —RY) C conv(S) — RY.
* D

conv(S) C &(S) donc conv(S) —RY C £(S) — RY. 3.2.3 permet de conclure.
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Lemme 3.2.5. Soient C} et Cy deux convezes de RY.
On suppose que C7 C Cs.
Alors : (extCo) N Cy C extCh.

Preuve :
c’est clair!

Lemme 3.2.6. Soient C' un conveze de RN .
Alors : ext(C' —RY) C extC.

Preuve :

* Montrons tout d’abord que ext(C' — RY) C C.

Soit v € ext(C — RY).

~ € C —RY donc il existe a € C' et 3 € RY tels que v = o — B.

1 1 3 1 3
De I’écriture v = 3 ((a — 5,3) + (a — 5[‘3)) on déduit que a — 56 =a— 55, c’est a dire

On a donc effectivement v € C.
* 3.2.5 appliqué aux convexes C' et C' — Rf donne le résultat voulu.

Corollaire 3.2.7. Soit S une partie de RY .
Alors ext(E(S)) C ext(convS).
En particulier, si S est finie, alors ext(E(S)) C S et donc ext(E(S)) est aussi finie.

Preuve :
on applique le lemme précédent a C' = convS.

Lemme 3.2.8. Soient S une partie de RY et a € £(S).
Alors : o € ext(E(S)) = a est un élément mazximal (pour Uordre) de E(S).

Preuve :
soit B3 € £(9) tel que B > a.
Des faits suivants :

* a € ext(E(9)),

=B+ (2a - B),

* B € &(S),
*x2a—B€&(9) (car2a—B=a—(B—a),a€&(S), B—acRY et on applique 3.2.3),
on déduit que B = 2a — 3, c’est a dire 8 = a.
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Lemme 3.2.9. Soit S une partie de RY.
Alors : £(S) = (E(S)NRY) — RY.

Preuve :

* D

E(S)NRY c &£(9) done (£(S)NRY) —RY c £(5) — RY = £(9).

* C

S c&(S)NRY done S —RY c (£(S)NRY) —RY.

(E(S)NRY) —RY est convexe donc conv(S —RY) C (£(S)NRY) — RY.

Lemme 3.2.10. Soit S une partie finie de RY .
Alors il existe A > 0 tel que £(S) C] — oo, AJN.

Preuve :
S est fini donc A > 0 tel que S C] — oo, AV,
S —RY C] — 00, AN —RY =] — 00, 4]V, d’ot £(S) C| — o0, AV,

Lemme 3.2.11. Soit S une partie finie de RY .
Alors : E(S) NRY est un conveze compact.

Preuve :

* £(S) NRY est convexe car c’est une intersection de convexes.

* 3.2.10 fournit A > 0 tel que £(S) C| — oo, AV,

E(S)NRY C] — 0o, AN NRY =10, A]V. £(S) NRY est donc borné.

E(9) est fermé (c’est 'enveloppe convexe d’un fermé), £(S) NRY est donc fermé.

Notation 3.2.12. Soit n € {1,...,N}.

On note H,, Uhyperplan R"* x {0} x RN"" et l’on pose H = H, NRY.
On note e, = (0,...,0,1,0,...,0).

On note 7,: RN — RY la projection sur H, parallélement a Re,,.

Lemme 3.2.13. Soient C, et Cy deux conveves fermés de RV .
Alors :
ewt(Cl N CQ) C extCy UextCy U (frC'1 N fTCg).

Preuve :
Soit x € ext(Cy N Cy).
* Montrons que : x ¢ extC] = x € fr(Cs.
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Par I’absurde, supposons que x ¢ extC et que x € intCs.

1
x € (1 et x ¢ extCy donc il existe o et 3 distincts et appartenant a C tels que x = 5(01 + ).
1
X = E(a + B) et x € intCy donc on peut trouver o’ et 3 distincts et appartenant a Cy et au
1
segment [ax, 3] tels que x = 5(0/ +3).

1
On constate que x = —(a’ + 3') ot &’ et 3’ sont distincts et appartiennent & C; N Cy ; ceci est

en contradiction avec x € ext(Cy N Cy).
* On montre de méme que : x ¢ extCy = x € frC}.
* Ce qui précéde permet de montrer que x € extCy U extCy U (frCy N frCy).

Lemme 3.2.14. Soit S une partie finie de RY. On pose & = £(S).

N

Alors : ENRY = conv [ext&' U U(S NH)|.
n=1

Preuve :

* D

3.2.7 dit que ext C S, et donc exté C ENRY.

N
Il vient ext€& U U (ENH) c ENRY, Iinclusion souhaitée en découle.

n=1

* C

3.2.13 donne ext(E NRY) C ext€ UextRY U (fré N frRY).

extRY = {0}. € est un fermé de RY donc fré& C €.

Donc ext(ENRY) C ext& U{0} U (€N frRY).

Si S = () alors le résultat est clair, on suppose donc désormais que S # ().

S#0et SCRY donc0€ &, puis 0 € EN frRY.

Il vient : ext(E NRY) C extE U (€N frRY).

3.2.11 dit que €N ]Rf est un convexe compact, le théoréme de Krein-Milman permet donc

d’affirmer que : ENRY = conv(ext(E NRY)).
N

Il suffit maintenant de remarquer que f?"(R]I ) = U H;" pour conclure.

n=1

Lemme 3.2.15. Soient S une partie de RY etn € {1,...,N}.
Alors : m,(E(S)) C E(9).

Preuve :

* Remarquons que, puisque S C RY, onam,(S) C S—R;e,, et donc a fortiori, m,,(S) C S—RY.
* Concluons.

T (E(S)) = mp(conv(S — RY)) = conv(m, (S — RY)) = conv(m,(S) — m,(RY)).
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Notre remarque préliminaire donne m,(S) — m,(RY) € S — RY, ce qui permet de conclure.

Lemme 3.2.16. Soit S une partie finie de RY. On pose & = E£(S). Soit n € {1,..., N}.
Alors : ext(m,(£)) C m,(extf).

Preuve :

Soit y € ext(m,(E)).

y € m,(€) donc il existe x € € tel que y = m,(x).

€ est fermé donc {t € R | x + te, € £} l'est aussi.

3.2.10 fournit A > 0 tel que & C]—o0, A]". On constate que {t € R | x+te, € £} C]—o0, A—x,].
De ce qui précéde on déduit que {t € R, | x + te, € £} est une partie compacte de R ; étant
non vide (elle contient 0), elle posséde un maximum, notons le .

y = (X + tpe,) donc, pour conclure, il nous suffit de montrer que x + toe,, € extf.

Par définition de ¢y, x + tpe, € £.

Supposons que x + tge, = §(u +v) ot u,v € £. On veut montrer que u = v.

1
y = 5(7rn(u) + 7, (v)); puisque y € ext(m,(£)), il vient m,(u) = m,(v).
On en déduit qu’il existe a € R tel que u = v + ae,,.
Quitte & échanger u et v, on peut supposer que a > 0.
a

a
X—l—toen:u—§en donc u=x+ t0—|—§ e,.

On en déduit quex—i—(to—i—g)eneé’, d’oﬁto—i—ggto puisa=0ie u=v.

Preuve de 3.2.2 :

* D

ext€ C € donc (en utilisant 3.2.4) extE — RY C &, € est convexe donc conv(exté —RY) C €.
* C

on raisonne par récurrence sur N > 1.

Pour N =1 le résultat est clair.

Supposons le résultat vrai pour N — 1 ou N > 2.

N
Par 3.2.14 ENRY = conv |extE U U(c‘f N H:)] .

n=1
Soit n € {1,..., N}.
ENH C &N H,. En utilisant H,, = m,(R"Y) et il est facile de voir que £ N H,, C 7, (E).
Tn(E) = ma(conv(S — RY)) = conv (1,(S) — mp(RY)) = conv(ma(S) — R} x {0} x RY ™).
Travaillons dans R"™! x {0} x RN™™,
7, (S) est fini et inclus dans R?™! x {0} x RY ™" donc I'hypothése de récurrence assure que :
T (E) C conv(ext(m,(€))) — R x {0} x RY ™.
Par 3.2.16 il vient 7, (€) C conv(m,(extE)) — RY.
extE C S donc extE C RY puis conv(extf) C RY puis m,(conv(extf)) C conv(extE) — Ry e,.
T (E) C conv(extE) — RY.
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N
De ceci il découle extE U U (ENH}) C conv(extE) — RY.

n=1
On peut conclure : £ NRY C conv(ext€) — RY, il suffit maintenant d’utiliser 3.2.9.

Corollaire 3.2.17. Soient S| et Sy deuz parties finies de RY.
On note & = E(S1) et E; = E(5,).
Alors : €& = & < extE = extés.

Preuve :
immeédiate avec le théoréme précédent.

Quelques propriétés du polyédre de Newton d’un polyndéme

Nous allons sortir légérement du cadre des polynémes a plusieurs variables. La nécessité de
cette extension apparaitra clairement lors de la preuve du 3) du théoréme F.

Définition 3.2.18.

On note R[ X1, ..., Xn]gen = Z 4o X | (aa)ae[w famille presque nulle de réels

acRY
On étend alors de maniére évidente les notations P, £(P), ext(P) et P*.

On a tout d’abord les propriétes simples suivantes :

Lemme 3.2.19. Soit P € R[X}, ..., Xn]gen-
Alors :

a) E(P) —RY =&(P),

b) ext(P) C supp(P),

c) E(P)=E&(P)NRY —RY.

Preuve :

on pose S = supp(P).
a) découle de 3.2.3,
b) découle de 3.2.7,
c) découle de 3.2.9.

Ce qui suit se déduit est la simple traduction de 3.2.17.
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Proposition 3.2.20. Soient P,Q € R[X, ..., Xn]gén-
Alors : ext(P) = ext(Q) <= E(P) =£&(Q).

Rappelons enfin la propriété évidente suivante :

Lemme 3.2.21. Soit P € R [X7, ..., Xn]gen-
Alors : P*(x) < P(x) (x e JV).

3.3 Application du lemme de classification des mondémes a
la comparaison des croissances de polynomes de plu-
sieurs variables

Notation 3.3.1. On note L =]1, +o0].
Définition 3.3.2. On définit LN : Rj‘rN — RN par LN(xy,...,2n) = (Inay, ..., Inxy).

On définit EXP: RN — RiN par EXP(xq,...,xn) = (expzy,...,eXpTy).
LN et EXP sont des C* difféomorphismes réciproques.

Notation 3.3.3. My (R) désigne l’algébre des matrices carrées d’ordre N a coefficients réels.

Définition 3.3.4. Soit A € My(R).
On définit wa : RiN — RiN ainsi :wqg = EXPo Ao LN. wy est donc C*™.
On remarque que si A est inversible, alors wa est un C* difféomorphisme de RjN sur RjN.

Lemme 3.3.5. Soit A = (aij)1§i7j§]v € MN(R)
Alors :

N
V(zq,...,xN) € ]RiN w1, oy ay) = (Hx;lw>
j=1

1<i<N
Preuve :
N N
wa(zy,...,zn) = EXP (A(lnx;)1<i<n) = EXP (Z a;; In ij) _ (H :1:?”) .
7=l I<i<N J=1 1<i<N

Lemme 3.3.6. Soit w une application de ]RiN dans lui méme.
On suppose qu’il existe A € My(R) telle que w = wy.
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Alors :
a) A est unique, on notera W la transposée de A,
b) pour x € RY et a € RN om a : w(x)™ = x%°.

Preuve :
a) est clair.
b) On note A = (a;;)1<ij<n €t @ = (bij)1<i j<n. Par définition on a : Vi, 5 € {1, ..., N} b;; = a;;.

Soit x = (x1,...,xN) € IR*+N. Par 3.3.5 w(x) = (H x;”) _
1<i<N

Jj=1

N N i N N N SN
. . N oo N o -
On en déduit w(x)* = H H:vj” = l_I:UjZ“1 v = sz I = e,
=1 i=1

Les remarques qui suivent sont claires.

Remarque 3.3.7. Soit A € My(R).
Alors : wa(]0, +oo[Y) C]O, +o0o[N.

Remarque 3.3.8. Soit A € My(R) a coefficients positifs.
Alors : wa(JN) C JN.

Remarque 3.3.9. Soit A € My(R) inversible et a coefficients positifs.
Alors : wa(LN) C LV,

Remarque 3.3.10. Soient A, B € Myx(R).
Alors : wqowp = wap.

Notation 3.3.11. On note Oy = {wa | A € My(R) est inversible et & coefficients dans R }.
Qn est stable par composition.

Remarque 3.3.12. w € Qy n'implique pas w™' € Qy.

Lemme 3.3.13. Soient P € R[X7, ..., Xn]gen et w € Qp.

Alors :

a) supp(P ow) = {wa | a € supp(P)} ;

b) si supp(P) est totalement ordonné alors supp(P ow) l'est aussi;

c) si supp(P) posséde un plus grand élément : o, alors supp(P ow) posséde aussi un plus grand
élément : wa.
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Preuve :
a) écrivons P = Z aaX* ou S = supp(P).
acsS
(Pow)(x) = Z aaX"®; a — Da étant injective on a le résultat.

acsS
b) et ¢) découlent de a).

Dans la méme veine nous avons le lemme suivant :

Lemme 3.3.14. Soient P € R[X7, ..., Xn]gen et w € Qp.
Alors : (Pow)t =P ow.

Preuve : B
on note P(x) = Z aeX®. Alors : (Pow)(x) = Z X,

[0
a — o est injective donc (P ow)t(x) = Z || X
(a3

(PTow)(x) = Z |aa|w(x)® = Z |ag|x“*, d’otl le résultat.

Lemme 3.3.15. Soit P € R[X, ..., Xn]gen, ¥ € supp(P) et w € Q.
Alors : Wy € ext(Pow) = v € ext(P).

Preuve :

avec la notation S = supp(P) on a supp(P ow) = {wa | a € S}.

On en déduit que E(Pow) = conv {Ga— B |a € S, B e RY}.

w est & coefficients positifs donc: 0 ({a — B | a € S, BeRY}) Cc {ba—B | ac S, BeRY}.
d’ou conv (EJ({a—,B | €S, BERJX})) Cconv{@a—ﬁ | €8S, ﬁeRf},

la linéarite de w donne alors : W(E(P)) C E(P o w).

On a de plus que :

- W(E(P)) est un convexe auquel appartient w-y,

- W~ est un point extrémal de E(P o w),

On en déduit que w7y est un point extrémal de W(E(P)).

w étant un isomorphisme linéaire, «y est donc un point extrémal de E(P) ; c’est a dire v € ext(P).

Nous serons amenés a utiliser un lemme, dit de classification des mondémes, du a Driss Es-
souabri (cf [24]). L’examen de la preuve permet d’en donner la version qui suit.

Proposition 3.3.16. Soient a, ..., o, € RY.
Vi € {1,...,p} on définit g;: LV — RY par g;(y) = y*™.
Alors il existe wy, ...,w, € Qy et un borélien Nyeq C LN de mesure de Lebesque nulle tels que :
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i) les wj(LY) sont deuz a deux disjoints,

q
ii) LV = Nyeg U | w;(LY),

j=1
i) Vi € {1,...,p}, Vj€{l,...,q},38,; € RY et e;; € {—1,1} tels que :

vx € LY gi(w;(x)) =x% P (autrement dit : G0 = €;;3;;) -

Remarque 3.3.17. Ce lemme permet, partant d’une famille finie quelconque de mondmes
(X% aeca 00 A C R, de se ramener au cas ot pour tout o les coordonées de o sont de méme
signe.

Ce lemme peut aussi s’exprimer en terme de comparaison de mondmes, c’est ’objet de la pro-
position qui suit.

Proposition 3.3.18. Soient P, ..., Pr € R[Xy, ..., Xn]gén-
Alors il existe wy, ...,w, € Qy et un borélien Nyey C LY de mesure de Lebesque nulle tels que :
i) les wj(LY) sont deuzx & deuz disjoints,

q
ii) LN = Npeg U | w; (1Y),

j=1
i) Vg € {1,...,q} Vte{l,...,T} supp(P;ow;j) est totalement ordonné.

Preuve :

pour t € {1,...,T} on pose S; = supp(F;).

Soient a, ...,y € RY tels que {a; [1 <i<p}={a—a' |Ft a,a’ € S;}.

On applique le lemme de classification des mondmes aux o, ce qui nous fournit des wy, ...,w, €
Qn et un borélien N,., C LY de mesure de Lebesgue nulle.

Soient j € {1,...,q} et t € {1,...,T}.

Pour a, &’ € S; il existe i € {1,...,p} tel que a; = a — @’} il vient alors :

wja — wiad = wjoy = €8;;, By; € RY donc Wja et w;a’ sont comparables.

Nous allons illustrer 3.3.18 par deux exemples en dimension 2. Faisons tout d’abord une
remarque qui va nous étre utile pour ces exemples :

Remarque 3.3.19. Soient o, § € N*.

1) On considére w: L* — L* définie par w(u,v) = (u
Alors w(L?) = {(z,y) € L? | 2> < y°}.

2) On considére w: L? — L? définie par w(u,v) = (u’v,u®).
Alors w(L?) = {(z,y) € L? | 2% > y°}.

f uv).

Exemple 3.3.20. On prend P(z,y) = x + .
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On a pas le choix : on compare x et y2.
Soit wy défini par wy(u,v) = (u?, uv).
wi(L?) ={(z,y) € L* | # <y}
(Pow)(z,y) = P(x?, xy) = 2% + 2%y? donc supp(P o w;) est bien totalement ordonné.
Soit wy défini par wy(u,v) = (v?v, u).
wo(L?) = {(z,y) € L* | = > y*}.
(Pows)(z,y) = P(x?y,z) = 2%y + 2? donc supp(P o wy) est bien totalement ordonné.
wi(L?) et wy(L?) sont disjoints.
Il existe N de mesure de Lebesgue nulle telle que L? = w;(L?) Uwy(L?) U N.

Exemple 3.3.21. On prend P(z,y) = z° + 2%y + y°.

Pour commencer on peut, par exemple, comparer les deux premiers monomes :
2 <2ty = x<u.
Soit wy défini par w;(u,v) = (u, uv).
On pose P, = P o wy.
On a Py (z,y) = P(x,zy) = 2> + 23y + 2%y
Soit wy défini par ws(u,v) = (uv,u).
On pose P, = P o ws.
Py(x,y) = P(xy,z) = 2%9y° + 23y + 22
wi(L?) et wy(L?) sont disjoints.
Il existe N de mesure de Lebesgue nulle telle que L? = w;(L?) Uwy(L?) U N.
supp(P,) est totalement ordonné donc on ne touche plus a P.
On continue & travailler sur P; :
23 et 23y sont comparables donc il n’y & rien & faire.
On compare donc 2 & z2y? ou 2%y a 2%y
Le plus simple est de comparer 3y & 2%y? car :
Yy < 2%y’ = z<y.
On va donc & nouveau utiliser w; et ws.
(Pyow)(z,y) = Pi(z,zy) = 2% + 2'y + 2'y? donc supp(P; o w;) est totalement ordonné.
(Pyows)(z,y) = Pi(xy, z) = 2%y® + 2*y® + 2y* donc supp(P; o wy) est totalement ordonné.

L = w (L) Uwy(L*)UN
= w; [wi(L*) Uws(L*) UN] Uws(L*) UN
= (wyowp)(L*) U (wy 0ows)(L*) Uwi(N)Uwy(L*) UN

(w1 o wy)(L?), (w1 o wsy)(L?) et wy(L?) sont deux & deux disjoints.
w1 (N) U N est de mesure de Lebesgue nulle.

Le résultat qui suit nous sera trés utile par la suite.

Lemme 3.3.22. Soient P € R[X}, ..., Xn]gen €t a € ext(P).
Alors il existe w € Qy tel que :
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a) supp(P ow) soit totalement ordonné,
b) e soit le plus grand élément de supp(P ow).

Preuve :

on note S = supp(P).

On applique 3.3.18 a P, ce qui fournit V,., de mesure nulle et wy,...,w, € Qy.

a est un point extrémal du polyédre £(P) donc il existe une forme linéaire [: RY — R telle

que : VB € £(P)\ {a}, () > 1(B) .

Jay,...,ay € R tels que Y(v1, ..., yw) € RY I(y1,...,7w) = Zan%.

n=1
Soit n € {1,...,N}. Vu € R, —ue, € &(P) donc Vu € Ry, Il(a) > —ua,; on en déduit
an, > 0.

N N
VB e S\ {a} Z%Oén > Zanﬁn.
n=1 n=1

N N
Puisque S est fini, il existe € > 0 tel que V@ € S\ {a} Z(an + €)a, > Z(an + €) -
n=1 n=1

Vn € {1,...,N} on pose b, = a, + € > 0.
On adonc VB € S\ {a}, Vy > 1 yZL1 bnom yzgﬂb"ﬁ", ce qui s’écrit aussi :

(ybl, ...,be)a > (ybl, ...,be)ﬂ.

Soit U = {y € L" | VB € S\ {a} y* > y”}. U est donc un ouvert non vide de L.
On en déduit qu'il existe j € {1,...,q} et yo € LV tels que yo € w;j(LY)NU.

Soit x € LY tel que yo = w;(xo)-

Soit B € S\ {a}. x5 > XO’B wjo et w;B étant comparables, il vient w;o > w; 8.
w;oc est donc le plus grand élément de supp(P o w;).

Avant de prouver 3.1.3 nous avons besoin de préliminaires.

Lemme 3.3.23. Soit P € R[X1,..Xy].
On suppose que P s’écrit : P(X) = aX* + Z agx® ot a > 0.
B<a
Alors : il existe M € [1,+o0] tel que : P(x) < x* (x € [M, +oo[V).

Preuve :
On fixe M > 1.
Vx € [M,+oo[", on a: P(x) > ax® Z lag|xP > ax® Z |ag|x*xP,
B<La B<a
2p<a 98]
Donc ¥ M ) > M > (a- =22 ) x>
onc Vx € [M, oo ax® Z|a |x ( i )x

B<a
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a
E:B<a| ﬁ|>>0-

On choisit M > 1 tel que : a —

Par ailleurs Vx € J on a (a + Z |ag|> x* > P(x).
B

Il vient donc P(x) < x* (x € [M, +oo[V).

Lemme 3.3.24. Soit f: JY¥ — R continue.
On suppose que :

q

LY = Npeg U U wj(LN) ol Wy, ..., wy € Qn et 0t Npey C LY est un borélien de mesure nulle,
j=1

Vie{l,...,q} (fow;)(x) ——0.

x| —+o00

xeJN
Alors : f(x) ﬁ———> 0
X|—+00
xcJN
Preuve :
* Soit j € {1,...,¢}. On veut montrer que f(y) T—_) 0.
y|—+oo
yew; (JN)

Soit € >0. A >0tel que: x € JV |x| > A= |(fow;)(x)] <e

w;j(B(0, A) N JV) est compact donc il existe R > 0 tel que w;(B(0,A) N JY) C B(0, R).
On voit que : x € JV |w;(x)| > R+ 1= |x| > A.

Soit y € w;(JV) tel que |y| > R+ 1. Alors 3x € JV tel que y = w;(x).
Nécessairement |x| > A, donc |(f ow;)(x)| <€, c’est & dire |f(y)| < e

On a bien prouvé f(y) H—> 0.
yl—+o0
yew; (JY)
q

x f est continue sur JV et U w;(JV) est dense dans JV, d’o1 le résultat.
j=1

Nous pouvons maintenant faire la :

preuve de 3.1.3 :
1) Cas ot supp(P) et supp(Q) ont un plus grand élément
P s'écrit : P(X) = aX* + Z agX” ot a # 0. Quitte & changer P en —P, on peut supposer

B<a
a>0.

Q(X) = bXY + ) asX? avec b>0.
o<y
On va montrer que Vn € {1,..., N} a, <7, — 1, et on aura terminé.
Grace 4 3.3.23 M > 1 tel que P(x) < x* (x € [M, +o0o[") et que Q(x) < x7 (x € [M, +oo[").
P x<

—(x) ——— 0donc — ——— 0doncV1<n<N a,<~,—1
(9 |x|—+o00 x” |x|]—+o0
x€[M,+oo[V x€[M,+oo[V
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2) Cas général
on applique 3.3.18 a P et ), ce qui fournit wy, ...,w, € Qy et N,, de mesure nulle.
* Soit j € {1, ...,q}.

Pow;

—(w;(x)) ——— 0, autrement dit ! (x 0.
Q< 5(x)) || =00 Qo wj( ) || —-+o0

XGJN XGJN
supp(P o w;) et supp(Q) o w;) ont un plus grand élément donc :

Powj)* Pt ouw,
(Pow,) (x) 0, grace a 3.3.14 il vient et (x) 0,
UQ<3ug)+ |x|—+o0 +‘ou@ |x|—+o0
xeJV xeJN

pt
c’est & dire —(w;(x)) — 0.

i) ——

xcJN
+
* Ceci est valable Vj € {1, ..., q} donc (grace au lemme précédent) g(x) o— 0.
X|—-+00

xeJN

3.4 La classe des polyndmes non dégénérés

Rappelons la définition de la non dégénérescence et précisons ce que 'on entend par dégé-
nérescence :

Définition 3.4.1. Soit P € R[X1,..., Xn] \ {0}.

Si P wvérifie P(x) < P*(x) (x € JV) alors on dit que P est non dégénéré.

En particulier si P € R [Xy,...Xy] \ {0}, alors P est non dégénéré.

Si P est tel que Vx € JN P(x) > 0 et ne vérifie pas P(x) < P(x) (x € JV) alors on dit que
P est dégénéré.

Lemme 3.4.2. Soit P € R[ Xy, ..., Xy].
a) Soit a € NV Alors :

0P est constant non nul <= « est un élément mazimal (pour l'ordre) de suppP.
b) Si P # 0 alors il existe o € supp(P) tel que O*P soit constant non nul.

Preuve : 8
écrivons P = E agX? ot S = supp(P). Alors 9P = Z ag—a—— XP7,
_ |
Bes Bes (’6 a).
B>
a)
=

0%P est constant non nul donc a € S.
0“P est constant et 3 — (3 — « est injective donc : VB € S, 3>a = 3—a=0.
D’oll ¢ est un élément maximal (pour l'ordre) de S.
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<—
clair.
b) découle de a) au vu de la formule donnant 0*P.

Preuve de 3.1.6 :

—
écrivons P = ZaﬁXﬁ ot S = supp(P). On fixe a € NV,
,Ges
B! _
9P = Zaﬁ Xﬂ * done ¥x € JN [0*P(x)| < ) lag|l a7 x7 %
B>a B>
P est non dégénéré donc P(x) < Pt (x) (x € JV), d’'ou 8—(){) < 107Plx)] (x e JV).
P P+(x)

0*Px)| _ pl xfe
Vx 6JN| a ,or pour B € S,Vx € JN PH(x) > |ag|xP, d’oi :

o < el oy e () > |agl

B>«

N|a }) Bia ﬁﬂ —a
e e S C ot e ~ | X e |

Bes BeS
B>a B>
Il est maintenant facile de conclure.

e

* soit a € ext(P).

Gréace a 3.2.8 on sait que « est un élément maximal de £(P); en particulier a est donc un
élément maximal de supp(P); du lemme précédent on déduit que 9*P est constant non nul.
L’hypothése appliquée & a s’écrit donc x* < P(x) (x € JV).

x De ce qui précéde, on déduit que P*(x) < P(x) (x € JV), ce qui suffit & conclure.

Nous allons maintenant prouver le théoréme F. Pour la commodité du lecteur nous en rap-
pelons ’énoncé :

Théoréme F. Soient P,Q) € R[Xq, ..., Xn]gen non dégénérés.
Alors :

1) P(x) < Q(x) (xeJV) < &(P) C &(Q),

2) P(x) < Q(x) (x € JV) = ext(P) = ext(Q),

9 L) 0 e E(P) Cint(£(0Q)).

|x|—+o00
xeJN

Preuve de 2) :

* cas oit P,Q € R [Xq, ..., Xn]gen \ {0}
_—

Soit ac € ext(P).
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Le lemme précédent donne : 3 w; € Qy tel que wia soit le plus grand élément de supp(P owy).
On réutilise le lemme précédent : il existe wy € Qu tel que supp(Q o wy o wy) soit totalement
ordonné. On note wywi B le plus grand élément de supp(Q 0wy ows) ou B € supp@. Par 3.3.15,
B € extQ.

On constate que :

supp(P o wy o wy) admet wawiax comme plus grand élément, (découle de 3.3.13 c)),

supp(Q) o wy o wy) admet wowi 3 comme plus grand élément,

d’ou :

(Pow owsy)(x) = x291% (x € JV) et (Qow ows)(x) < x298 (x e JV),

mais (P ow; ows)(Xx) < (Qow; ows)(x) (x € JV),

donc x¥21e = x“2@18  (x ¢ JN) puis wWrwia = w1 B et finalement o = B qui donne
a € ext(Q).

On a montré ext(P) C ext(Q).

Par symétrie, il vient ext(P) = ext(Q).

—

ext(P) = ext(Q) = P* = Q* = P*(x) < Q*(x) (x € JV) = P(x) < Q(x) (x € JV).

* cas général

Px)=Qx) (xeJV) & PT(x)<xQ"(x) (x€ JV) < ext(P") =ext(QT).

ext(P) = ext(PT) et ext(Q) = ext(Q™) donc on a le résultat.

Preuve de 1) :

il suffit de faire la preuve dans le cas ot P,Q € R [X7, ... Xn]gen \ {0}

Remarquons tout d’abord que, puisque P, Q € Ry [ Xy, ... Xn]gen, supp(P) C supp(P + Q)
et donc E(P) C E(P + @). On montre de méme que £(Q) C E(P + Q).

=

On suppose que P(x) < Q(x) (x € JV).

OnaQ(x) < (P+Q)(x) < Q(x) (x € JV), autrement dit (P + Q)(x) < Q(x) (x € JV).
Grace au 2), on en déduit E(P + Q) = £(Q).

De la remarque préliminaire il découle £(P) C £(Q).

—

On suppose que E(P) C £(Q).

P.Q € Ry[X1,...XN]gen donc supp(P + Q) = supp(P) U supp(Q).

supp(P) C £(P) C £(Q) et supp(Q) C £(Q) donc supp(P + Q) C £(Q).

supp(P + Q) — RY C £(Q) — RY, d’on, grace a 3.2.19 E(P + Q) C £(Q).

E(Q)C E(P+ Q) don E(P + Q) = £(Q) puis, par le 2) (P +Q)(x) = Q(x) (x & JN);
il existe donc ¢ > 0 tel que Vx € JV (P + Q)(x) < cQ(x).

Il vient alors Vx € JV P(x) < (¢ — 1)Q(x).

Preuve de 3) :
il suffit de faire la preuve dans le cas ot P,Q € R [X7, ..., Xn]gen \ {0}
=

On suppose —(x) — 0.
Q"7 Ix—too
xeJN
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Alors Q(x) I\—> +oo et donc () dépend effectivement de toutes les variables.
X|—+00
xcJN
* Soit e € supp(P), on veut montrer que e € int(E(Q)).
Soit F' une face de £(Q). On note H 'hyperplan affine engendré par F.
On va montrer que o ¢ H et que a et £(Q) sont du méme coté de H.
Puisque @) dépend effectivement de toutes les variables, H ne passe pas par 1’origine.
H admet donc une équation du type I(3) = 1 ot I: RY — R est une forme linéaire.
On note I(f4, ..., Bn) = Z b oudCIcC{l,.,NetouViel a; #0.
Q;
i€l
Soit i € I. Vu > 0 — ue; et 0 sont dans £(Q)) et sont donc du méme coté de H, autrement dit
[(0) — 1 et I(—ue,) — 1 sont du méme signe. D’ott Yu >0 I(—ue;) — 1 < 0, puis a; > 0.
On va montrer que [(a) — 1 < 0, soit encore Z & < 1, ce qui permet de conclure.
iel
On peut supposer, sans restreindre la généralité du probléme, que :
I={1,..,n}ounec{l, . . N}

Soit E = {B € RY| Zﬁl <1,,alors £(Q) C

On définit R € R[X}, ...,X lgen Par + R(X4, ..., X,) = Q(Xq, ..., Xy, 1, ..., 1),
Soit m: RN — R" la projection qui & (f31, ..., Bn) associe (0, ..., On)-
m(H) admet Z bi _ = 1 pour équation.

Z

supp(R) = (supp(Q)) done E() = n(£(Q)). £(Q)  E done 1(£(Q))  n(E),
Par ailleurs, clairement, w(E) = {(61, . eR” |Z — < 1}

On définit T' € R[Xy, ..., Xp|gen par T(zq, ..., x Zxaz

Remarquons que méme lorsque P, Q € R[X7,..., X N] T est & priori dans R[X7, ..., Xn]gén-
C’est pour cette raison que I'on avait introduit R[Xl, ey XN gén-

Onag(T)ﬂRi:{<ﬁ1,-. B,) € R | Z@<1

Ce qui précede montre £(R) "R C E(T ) ﬂ R", grace a 3.2.19 on en déduit £(R) C E(T).
Le 1) permet alors d’affirmer que R(xl, ) L T2y, i) (21, .0, 20) € J).

P
P e Ry[Xq, ..., XN]gens ﬁ —— 0 et @ € supp(P) donc >
Q(X) |x|—+o0 Q(X) |x|—+o0
xeJN xeJN
[y 7i 0, c’est a dire [l 7

n ;
R(Il, . In) [(Z1,...;Zn)|—+o00 Zi:l T; % (210,20 |—+00
TLyeeey Tn2>1 TLyeeey zn>1

0; en particulier

on a .

H?:l Ii_’

nx r——+00

n
. L. Q;
Pour x > 1V1 <7 < nonpose x; =x%, il vient OetdoncZ—’<1,ceque
— 4;
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nous voulions démontrer.

* Soient o € supp(P) et B € RY.

o B e inl(E(Q) — B = int(E(Q) - B) C int(€(Q)).

Donc supp(P) — RY C int(€(Q)), int(E(Q)) étant convexe, il vient E(P) C int(E(Q)).
—

On suppose que E(P) C int(E(Q)).

supp(P) est fini et inclus dans int(€(Q)) donc il existe € > 0 tel que :

Va € supp(P) a+ €l € £(Q)
il en découle £(Px) C £(Q), le 1) donne alors P(x)x? < Q(x) (x € JV),

Lemme 3.4.3. Soient P € R[X, ..., Xn]gen et w € Q.
Alors : P non dégénéré = P ow non dégénéré.

Preuve :
P(x) < P*(x) (x € JV) donc P(w(x)) < PH(w(x)) (x € JV).
(Pow)(x) < (PTow)(x) (x € JV) donc, grace a 3.3.14, (Pow)(x) < (Pow)"(x) (x &€ JV).

Ce qui suit nous sera utile pour démontrer 3.1.10

Lemme 3.4.4. Soient P et Q € R[Xq, ..., Xn]gen-
On suppose que Vx € JV P(x) > 0 et que P est dégénéré, mais que Q ne l’est pas.
Alors PQ) est dégénéré.

Preuve :

on applique 3.3.18 aux polynémes P, () ce qui fournit wy, ...,w; € Q.

Supposons que R = P() soit non dégénéré.

* Soit 1 <75 <gq.

Soient o et 3 les plus grand éléments respectifs de supp(P o w;) et supp(Q) o w;).
Rowj = (P ow,;)(Q owj) donc supp(R o w;) posséde un plus grand élément : o + B.
Par 3.4.3 Q o w; est non dégénéré done (Q o w;)(x) =< xP (x € JV).

Pour la méme raison (R o w;)(x) =< x> (x € JV).

On déduit de ceci que : (P ow;)(x) < x* (x € JV).

(Powj)t € Ry[Xy, ..., Xn]gen et a est le plus grand élément de supp(P o w;) donc :
(Powj)t(x) xx* (x € JV).

3.3.14 dit que : (Pow;)" = PTow;. Dot : (Pow;)(x) = (Ptow;)(x) (x € JV).
On a donc P(x) < PT(x) (x € w;(JV)).

q
* U w;(JV) est dense dans JV donc, par continuité, P(x) < P*(x) (x € JV) ce qui est absurde.
7=1
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3.5 La classe des polyndmes hypoelliptiques

Rappelons la définition :

Définition. Soit P € R[ X7, ..., Xn].
P est dit hypoelliptique s’il vérifie les deux conditions suivantes :
vx € JV P(x) >0,

Yoo € NV {0} aPP(x)

|x|—-+o00
xeJN

Lemme 3.5.1. Soit P € R[X}, ..., Xy]. Soitn € {1,...,N}.
On suppose que P dépend effectivement de X,,.
Alors : il existe o € NV tel que o, > 1 et 9P soit constant et non nul.

Preuve :
Soit S = supp(P), on note P(x) = Z o X

a€EsS
Notons d,, = degx, P, on a alors d,, > 1.

On prend a € S tel que o, = d,, et |a| = max{|B| | B € S, [, =d,}.

Soit B € S\ {a}.

Si 3, < d, alors 9*(XP) = 0.

Si 3, = d, alors |3] < |a] et B # a donc Ji € {1,..., N} tel que 3; < o, d’oit 9*(XP) = 0.
On déduit de ceci que 0*P = 0%(aoX%) = aqa! donc a convient.

Preuve de 3.1.7 :
P n’est pas constant donc In € {1,..., N} tel que P dépende effectivement de X,.

3.5.1 fournit alors a € NV tel que a,, > 1 et 9*P soit constant non nul.
o*P
De 2 (x) \I 0 on déduit le résultat voulu.
X|—+00
xcJN

Preuve de 3.1.8:
a) Soit @ € NV \ {0}.
o*P (0*P)*

X 0 donc, par la proposition précédente, X
P ( ) \x#at€o P prop P Pt ( |x%~t§o
xeJ xeJ
ox(P*
(0*P)t = 0*(PT), donc (+ )(X) 0.
P |x|—-+o0
xeJN

b) Il nous reste & montrer le sens <.

Soit a € NV \ {0}.

0P o*P)* o*P)t 0Pt

?(x) < ( P+) (x) (x € JV) , mais ( P+) = ;)Jr ), d’on le résultat.
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Lemme 3.5.2. Soient P € R, [Xy,...Xn|\ {0} et n e {1,...,N}.

Alors :
P P
OTn OTn
X) — 0 < ( 1,...,1,...,32’]\7) 0.
P x| =00 P (@150 Frye s )| 400
xeJN L1y Ty N >1
Preuve :
e
ce sens est clair
P
on note S = supp(P) et P(X E A X,
acsS
vx e JY (%U E Ao O T2t Hmf“ = g Ao OlnTn X%
" acs z;ﬁn acs
opr Z -1, -1,
AaOnTn Aoy X Aol X
vx e JV Oon(x) = =o€ E QT < g p—
P P(x) AaX™
acsS acsS
P
Donc si 'on pose C' = g an,ona:vxe JV %(X) < Cx, .
acsS
On pose d = degx, P.
opr d-1 K% Qg
vx e JN E(x) < ZaeS AaQnln Hi;én Ty — d_1ZaES Aain Hz‘;ﬁnxz
g - n
P P(zy,...,1,..,xN) P(zy,...,1,...,xN)
or P

On a donc : ¥x € JV %(x) < xnd_l%(m, oL y).

Des deux inégalités que 'on vient d’établir, on déduit que :

opr d+l or or
vx e JN (%(x)) < (Cx;l)da:fl%(xl, el xy) = degla%(xl, vy Ly )

Le résultat voulu découle de ceci.

Nous sommes maintenant en mesure de montrer le théoréme G. Pour la commodité du lec-
teur, nous en rappelons préalablement I’énoncé :

Théoréme G. Soit P € R[ X1, ..., Xn] non dégénéré.
Alors sont équivalents :

i) P est hypoelliptique,

i) Vn € {1,..., N} Yo € supp(P) on a :

an, > 1= (041, vy Oy 1, Qi 1, ...,O[N) S mt(S(P(Xl, ooy Xn—1, 1, Xop 1,y ,XN)))
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Preuve :
1) cas ou P est a coefficients positifs

oP
PR, [X),...,Xy] donc pour B€ N¥ona: 3, >1= 0°P(x) < 5 (x) (xe€JV).
“op
De ce ceci, on déduit que : P est hypoelliptique <= Vn € {1,..., N} 8"’“"?"(x) ||—> 0.
X|—-+00
xeJV
On note S = supp(P) et P(X) = Z o X
acsS
Soit n € {1,..., N}. Le lemme précédent nous dit :
oP oP
Oz oz
—(x) — 0 <—= —(x1,...,1,..,2
P || =400 P (1 v) (21 50e0sT yees N )| =00
xeJN T1yeey Ty, @ N >1
or an—1 @ 597]1 I
acs ie{1,...,N} acs
anz1 1#n an>1
Va €S ay > 0 donce :
gm—]:; . . Hz;én xiai
2 (x) —— 0 si et seulement si Vo € S, v, > 1 =
P |%|—+o00 P(I’l, . 1, ey QS'N) \(m1,...,ﬁ/,:.,wN)|—>+oo
xeJN T1yeesTyyeey TN 1

Soit a € NV. Gréce au théoréeme F :

Hz;én T

P(Zl?l, ceny ]_, ey CL'N) |(:L"1,...,f,\1ﬁ..,zN)\~>+oo
T1,eesTryee, TN 1

0 < (a1,..e; Oy .oy ) € t(E(P(X1, ..., 1, ..., XN))).

le résultat suit.

2) Cas général.

On a les deux faits suivants :

x P est non dégénéré donc on sait que : P hypoelliptique <= P* hypoelliptique,
* P non dégénéré donc :

P(xy, .1, . an) < P (2, .., 1, 2n) (21,20, . n) € IV

puis €(P+<X1, ceey 1, ceey XN)) = g(P(Xl, ceey ]_, ceey XN))
Le 1) associés a ces deux faits permet de conclure.

Ce qui suit sera utile pour prouver 3.1.10

Lemme 3.5.3. Soient P et Q € R[Xy,...Xy].

On suppose que P est hypoelliptique.

On suppose que Q vérifie Vx € J¥Q(x) > 0 et n’est pas hypoelliptique.
Alors PQ n’est pas hypoelliptique.
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Preuve :
87

0
soit a € NV\ {0} de taille minimale tel que : WQ(X) ne tende pas vers 0 quand |x| —— +o0.
xeJ

La formule de Leibniz dit que 0%(PQ) = (0%P)Q + Z ca(0°PP)(0PQ) + P(0°Q) ot les

0<B<a
cg sont dans R.
o*(P 0*P 9*=Bp P 0> o“(P
En écrivant ](3 QQ) =5 + 0<;<a g P QQ + QQ on voit que l(D QQ ne tend pas
vers 0 quand |x| —— +o0.
xeJN

3.6 L’hypothése HDF

Définition de ’hypothése HDF. Soit P € R[ X}, ..., Xy]
On dit que P vérifie ’hypothése de décroissance faible (abrégée en HDF dans toute la suite) si :
vx € JY P(x) >0,

P
Jeo > 0 tel que pour a € NN etne {l,.. N} ona:a,>1= T(X) <z, (xeJV).
Remarque 3.6.1. Si P € R[X\, ..., Xn]| vérifie HDF alors il vérifie HyS.
La réciproque est fausse :

Exemple 3.6.2. Rappelons que P., = (X —Y)2X + X vérifie HyS.
oP

Ve >1 zpy(x,a: + 1) = —1 et donc P ne vérifie pas HDF.
Lemme 3.6.3. Si P € R[X, ..., Xx]| vérifie HyS alors P(x) > 1 (x € JV).

Preuve :

si P est constant, c’est clair.

On suppose P non constant ; il existe alors n tel que P dépende effectivement de X,,.
3.5.1 fournit o € N¥ tel que a,, > 1 et O*P soit constant et non nul.

P(x) > 0%P(x) (x € JV) donne alors le résultat.

Comme le montre ’exemple suivant ce lemme est faux sans ’hypothése HyS :

Exemple 3.6.4. Soit P=(Y —1)2+ (X(Y — 1) — 1) e R[X,Y].
Alors ¥(z,y) € J* P(x,y) > 0.

1 1 1
Mais Vx> 0 P(x,l—i——) = — doncP(x,l—i——) — 0.
x x

2 T—+400
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Lemme 3.6.5. Soit P € R[X}, ..., Xn]| vérifiant HDF et dépendant effectivement de toutes les
variables.
Alors P(x) —— +o0.

x| =00
xeJN
Preuve :
N N 80‘P —€
On fixe ¢,ep > 0 tels que a e NV o, > 1= VxeJ T(X)gcxno

* Soit 1 <n < N.
3.5.1 fournit o € NV tel que «,, > 1 et que 9*P soit une constante ¢, non nulle.
On a alors : Vx € JY P(x) > c,cx®.

N
c
* Il vient Vx € JY P(x) > N Z cpxs?, ce qui permet de conclure.
n=1

Ce lemme est faux sous la seule hypothése H(S, en effet :

Exemple 3.6.6. Soit P = (X —Y)*+1 € R[X,Y].
P vérifie HyS et dépend effectivement de X etY.
Ve e R P(xz,z) = 1.

Lemme 3.6.7. Si P est non dégénéré, alors P vérifie HDF.

Preuve :
immeédiate avec 3.1.6.

Lemme 3.6.8. Soit R € C(Xy, ..., Xn).
Soient Ny € [[0, N]] et C' un compact semi-algébrique de RM.
On suppose que :

* R n’a pas de pole dans C x JN—N,
* R(x) W 0.
x€CxJN—M
N —€0
Alors il existe ey > 0 tel que : R(x) < < H xn> (x e Cx JVM),
n=N1+1

Preuve :
la preuve repose sur le principe de Tarski-Saidenberg qui est un outil classique de géométrie
algébrique réelle. Pour plus de détails on pourra consulter par exemple [24].

Lemme 3.6.9. Si P est hypoelliptique, alors P vérifie HDF.
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Preuve :
clair avec 3.6.8.

Lemme 3.6.10. La classe HDF est stable par produsit.

Preuve :
facile avec la formule de Leibniz.

Preuve de 3.1.10:
immeédiate avec 3.4.4 et 3.5.3.
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Chapitre 4

Etude du prolongement des intégrales Y

La représentation intégrale de Z (cf chapitre suivant) nous conduit & vouloir prolonger
holomorphiquement certaines intégrales. Le noyau de ces intégrales fait intervenir des fonctions
complexes d’une variable réelle se situant toutes dans une classe naturelle 5. Cette classe fait
I’objet de notre premiére partie. Dans la deuxiéme partie nous définissons les intégrales Y. Dans
la troisiéme partie nous démontrons que sous 'hypothése HDF les intégrales Y se prolongent
holomorphiquement & C*. La nécéssité de ’hypothése HDF est confirmée par le fait que pour
P, le prolongement de Y n’est pas forcément holomorphe. Cet exemple fait 1'objet de notre
quatriéme partie.

4.1 La classe B

Définition 4.1.1. Pour r € R on pose :

B(r)={f:[r,+oo[— C | I(fu)nen fn: [r,+oo|— C C* bornée vérifiant fo = f et
VneN fi., = fu}.

B(r) est clairement un sous espace vectoriel de C+l,

Lemme 4.1.2. Soientr € R et f € B(r).

Alors :

1) il eziste une unique suite (f,)nen 0 f, € CTl telle que :
*Vn € N f, est C* bornée
* fo=f
*VneN fl., = fn

2)Vn eN f, € B(r).

Preuve :

1) soient (fn)nen €t (gn)nen convenant.
Montrons par récurrence sur n > 0 que f, = g,.
C’est clair pour n = 0.

Sil'on a f,, = gy, alors :
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1 _ / _ _ S /)

ni2 = fos1 = Jo = 90 = g1 = oo -

o = gnio donc fuio — gnio est une fonction affine sur [r, 400, or elle est bornée, donc elle
est constante, donc sa dérivée est nulle, c’est & dire f,11 — gpe1 = 0, d’oU fr11 = Gnaa-

2) ¢’ est clair.

Le lemme suivant ne sera pas utilisé par la suite, mais répond & une question naturelle sur la

classe B(r).

Lemme 4.1.3. Soientr € R et f: [r,+o0[— C.

Alors sont équivalents :

i) f € B(r),

i) Yn € N 3g: [r, +oo[— C C* bornée telle que g™ = f.

Preuve :

i) = ii)

il suffit de remarquer que ffln) = f.

i) = i)

pour tout n € N on choisit g, [r, +oo[— C C* bornée telle que gﬁbn) = f.

(ghoy)™ = f = ¢ donc 3P, € C[X] de degré au plus n — 1 tel que g, — gn = Ph.

On note h,, = R(gn) et R, le polynome de R[X] dont les coefficients sont les parties réelles de
ceux de P,. Il vient hl, ., — h, = R,.

Supposons R,, non constant.

Si son coefficient dominant est strictement positif, alors R, (z) —— 400 donc
r——+00

hy, .1 () —— +00 puis h,qq(x) —— 400, ce qui est absurde puisque A, est bornée.
T——+00 r—+00
On montre de méme que le coefficient dominant de R, ne peut étre strictement négatif.
On a une contradiction, donc R,, est constant.
En raisonnant de maniére similaire sur les parties imaginaires on montre que 3(g,,,; — gn) est
constante.
D , .
On conclut de ce qui précéde que g, ; — g, est une fonction constante.
o
Pour tout n on pose f, = g, .-

Alors :
* fn est C'*° bornée,
* fO = gi = f’

* frp1 = Jo = Gnsa = Gni1 = (Gng2 — gni1) = 0.
On en conclut que f € B(r).

Donnons deux exemples de familles de fonctions appartenant a B(r), le premier est ’exemple
"typique", le deuxiéme servira dans la preuve du théoréme A.

Exemple 4.1.4. Soit r € R.
1) Soit f: [r,+oo[— C qui soit C™ et périodique de valeur moyenne nulle. Alors f € B(r).
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2) Soient o, 3 € R et a € C.
On suppose 3 # 0, % ¢ 7 et |a| # 1.
exp(iax)

Alors f: [r,+oo[— C définie par f(x) = T aexp(ifa) est dans B(r).

Preuve :
1) le développement en série de Fourier de f donne le résultat.
2) xcas |a] < 1:

“+o0o +00
f(z) = exp(iax) Z a” exp(ikpBz) = Z a” exp(i(a + kB)z)
k=0 k=0
+o00 k

On pose donc, pour n € N, f,(z) = ;; et kD) j NG
fn est C* bornée, f, ., = fu fo= f; donc f € B(r) .
* cas |a] > 1:

_a”'exp(—ifr)expliar)  _; exp(i(a — B)r)
J(x) = alexp(—ifBx) —1 @ 1 —atexp(i(—p)x)

exp(i(a + kf)x)

qui est dans B(r) par le cas pré-

cédent.

4.2 Définition des intégrales Y

Définition 4.2.1. Soient Q,Pl, ey Pr e (C[Xl, ...,XN] et 0 < N; <N.

On suppose que : Vt € {1,..., T} ¥Vx € [-1,1]M x JN"M P(x) ¢ R_.

Soient de plus f: [—1,1]" — C continue et fy, 1, ..., fn: [1, +00o[— C continues.
On pose :

Y(Qa P17 "'7PT7fN1+17 s fN7f7 S)

= /[_1 S~ Q(x) (H Pt(X)_St> flxy, .., zny) ( H fn(ﬂfn)> dx

Lemme 4.2.2. Soient Q,Pl, ...,PT € C[Xl, ...,XN] et 0 < Ny < N.
On suppose que :
a)Vite{l,...,T} ona:

xVx € [-1,1]M x JN"N1 p(x) ¢ R_

*x |P(x)] > 1 (x €[-1,1]" x JN-M)

T

) [T 17x) +00

|x|—+o0
x€[—1,1]N1 x JN =M1
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Soient de plus f: [—1,1]N' — C continue et fy,41,..., [n: [1,+00[— C continues et bornées.
Alors Jog > 0 tel que s — Y (Q, Py, ..., Pr, fny+1, -, [n, f,8) existe et soit holomorphe sur
{seC" |Vte[1,T] or> 00}

Preuve :
1) choix d’un e.
Grace a 3.6.8 il existe € > 0 tel que :

H |P(x)| > ( H :En> (x € [-1,1]M x JN-)
t=1 n=Ni+1

2) Preuve de l'existence de oy.

Soit 0p € R que 'on va déterminer par la suite.

Soit K compact de C* inclus dans {s € C* | Vt € [[1,T]] o1 > 0o}

* Soit t € {1,...,T}.

|P(x)|>1 (xe[-1, 1M x J¥=M) donc Jc > 0 tel que Vx € [—1,1]M x JN=NM | P,(x)] > c.
Vx € [-1, 1M x JN=N 1P (x)| > 1 donc : 0y > 09 = (¢ HPi(x)|)7 > (¢ P(x)])o°.

On en déduit |P(x)|7t > |Pi(x)[° (x € [-1,1]M x JN"M s € K).

|P,(x)%| = | Py(x)|”" exp|—T; arg P;(x)] donc :

|Pi(x)%] > |P(x)|t (x€[-1,1]" x JN"M g e K).

Ce qui précéde permet de conclure que : |P,(x) 75| < | P,(x)|~7°.

t=1
On suppose désormais og > 0.
N

T —oge€
Alors HPt(x)_st < ( H xn> (x € [-1, 1M x J¥"M g€ K)
t=1

n:N1+1
On note ¢ = max{degy, Q| N; +1 <n < N} (on peut évidemment supposer @) # 0).
On a alors :

Q(X) (H Pt<x)8t> f(mlv‘”vx]\h) H fn(xn>

n=N1+1

T T o0
x 11 vient donc : HPt(x)*st < (H |Pt(x)]> (xe[-1, 1M x JV"M s K)
=1

N q—oo€
< ( H $n> (x € [-1, 1M x JV"M g€ K)

n=N1+1

. . . . . +2
Ceci conduit & faire le choix suivant : og = ar= > 0.

€
Le théoréme garantissant 1’holomorphie de fonctions définies & I'aide d’intégrales permet de
conclure.
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4.3 Sous I’hypothése HDF les intégrales Y se prolongent
holomorphiquement a C*

Cette partie est consacrée a la preuve du théoréme suivant :

Théoréme 4.1. Soient Q, Py, ..., Pr € C[ Xy, ..., Xy] et Ny € {0, ..., N}.
On suppose que :
a)Vte{l,...,T} ona:

xVx € [-1,1]M x JN-N1 p(x) ¢ R_

*x |P(x)] > 1 (x €[-1,1]" x J¥N-M)

T

b) ] 12) oo

|x|—+o0
x€[—1,1]M1 x JN =M

¢) Jeg > 0 tel que pour ac € {0} x NN et n e {N; +1,...,N} on a :
aa
an 2 1=Vt el T} — fx) <oy (x € [1,1]"M x JV=M)
t
Soient de plus f: [—1,1]" — C continue et fx, 11, ..., fv € B(1).
Alors :
Y(Q,Pi,..., Pr, fn,11, -, N, f, ) posséde un prolongement holomorphe a CT.

Preuve
1) Preuve de l'existence d’un prolongement holomorphe dans le cas N; = 0.

On adopte quelques conventions, valables durant la preuve de cette partie :

* on dira qu’une fonction Y est combinaison entiére des fonctions Y7, ..., Y, s’il existe des fonc-
k

tions \, A1, ..., A : CT — C entiéres telles que Y = \ + Z A Y
i=1
* les polynoémes P, ..., Pr sont fixés pour toute la preuve, donc on abrége

Y(QJ P17 ) PT7f17 sy fNJ ) €n Y(QJ f17 sy fN7 )
* B désigne B(1) .

Pour familiariser le lecteur avec le type de calculs & suivre, nous commencons par faire la
preuve dans un cas trés particulier :

Un exemple : preuve du résultat pour N =1et 7' = 1.

Soient donc @, P € C[X] ou P est non constant et vérifie Vo € [1,+oo[ P(x) ¢ R_. Soit de
plus f € B.

+oo
On veut montrer que Y (Q, f,-) définie par Y (Q, f,s) = Q(z)P(x)"°f(x)dr se prolonge

1
holomorphiquement a C.
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On note p = deg P et ¢ = deg Q).
+1
On constate que Y (Q, f,-) est holomorphe sur {s eClo> v
p
Montrons par récurrence sur m > 0 que VQ € C[X] Vf € B Y(Q,f,-) se prolonge holomor-
qg+1— m}
’ .
* Au rang m = 0 le résultat est clair.
* Supposons le résultat vrai au rang m.
f € B donc le lemme 4.1.2 associe & f une suite de fonctions appartenant & B, on note f! le
premier terme de cette suite.
Gréce a une intégration par parties on a :

phiquement & {s eClo>

Y(Q. f.5) = [Q@)P(x) ! (2)] -~ —/1 ) (Q'(@)P(2)™* = sQ(2)P'(x)P(x)"**V) f!(z)dw

Ceci séerit - Y(Q, £,5) = —QUP() > f1(1) = Y(Q', £, 5) + Y (QP', L5+ 1).
Puisque deg ' = ¢ — 1, par hypothése de récurrence, Y (Q', f*,-) se prolonge holomorphique-
(g—1)+1- m}
p .
Puisque deg(QP’) = ¢+ p — 1, par hypothése de récurrence, s — Y (QP’, f!, s+ 1) se prolonge
(g+p—1)4+1-—m 1}

p
Or (q—l)—i—l—m: (q+p—1)+1—m_1
p p

ment a ¢s€C | o>

holomorphiquement 4 < s € C | o >

_q+1—(m+1)

, on a donc démontré le ré-

p
sultat au rang m + 1.
Passons maintenant & la preuve proprement dite : elle se fait par récurrence sur N.

L’examen du passage du rang N — 1 au rang /N permet de montrer le résultat au rang
N =1, le résultat au rang "N = 0" étant évident.

Preuve du passage du rang N — 1 au rang N.

On suppose le résultat vrai au rang N — 1 et ’on souhaite prouver le résultat au rang N.
La preuve est découpée en 10 étapes.

Etape 1 :

soient @ € C[X, ..., Xn] et fi,..., fn € B.

0
Alors Y(Q, f1, ..., fn,s) est combinaison entiére de Y (8—Q’f17 ...,fN,s) et de fonctions du
I
P, .
type Y Q—ax g1, 9gN,st+e Joute{l,...T} et g1,...,gv € B.
1
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Preuve de I’étape 1 :

f1 € B donc le lemme 4.1.2 associe a f; une suite de fonctions appartenant a B, on note fi le
premier terme de cette suite.

V(Q a8 = | QETT PG [T fulan)ax

+o00 T N N
= /JN_1 { ) Q(X) (H Pt(X)_5t> f1(l'1)dl’1} H fn(fﬂn) H dl‘n

L’expression entre accolades est, grace a une intégration par parties par rapport a x, la diffé-

rence de : [ (HPt )f1 xl)]

r1=1

d 400 T . T ap i) P ;
ctde [ GE TR+ Q0 Y- 5 (0P 11 fular)day

t=1 t=1 rt
On en déduit :

T N N
Y(Qa f17 ceey fN7 S) = Q(17$27 ---va) (H ]Dt(lvx?a '-'amN)_St> fll(l) H fn($n) H dxn
n=2 n=2

JN-1

-Y (g_g;flp..,fN;S) +;Sty< apt flva,-..,fN,S‘l—et)

Les polynémes de N —1 variables P (1, Xs, ..., Xn), ..., Pr(1, X, ..., Xv) vérifient les hypothéses
ad hoc, et donc, grace a 'hypothése de récurrence, le terme défini par une intégrale sur JV—1
admet un prolongement holomorphe & C?, ce qui permet de conclure.

Etape 2 :

soient @ € C[Xy, ..., Xn] et fi,..., fn € B.
Alors pour tout d > 1 Y(Q, fi1, ..., fv,S) est combinaison entiére de Y (

7Qor,
81‘11 8.1717917 - gN,

o'Q
ozd’
s+et> onieNte{l,...T} et g1,....g8 € B.

f1, ...,fN,s) et

de fonctions du type : Y (
Preuve de I’étape 2 :

la preuve se fait par récurrence sur d.

Le rang d = 1 résulte de I’étape 1.

Le passage de d a d 4+ 1 se fait en combinant le résultat au rang d et 1’étape 1 appliquée au
d

polynéme pa
1
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Etape 3 :

soient @ € C[X, ..., Xy] et f1,..., fn € B.

Alors pour tout n € {1,..., N} Y(Q, f1, ..., fn,s) est combinaison entiére de fonctions du type :

v (3’@ P,
oxt Oz,

Preuve de I’étape 3 :

, g1, ...,gN,s—{—et) onieNte{l,...,.T} et g1,...,g5 € B.

il suffit bien str de traiter le cas n = 1.
Pour obtenir le résultat pour n = 1 il suffit d’appliquer I'é¢tape 2 avec d = deg,, Q + 1.

Etape 4 :

pour n € {1,...., N},u e N et Q € C[X;, ..., Xy], on définit £?(Q) comme étant le sous espace

Vectoriel de C[X 1, ..., Xn] engendré par les polynomes de la forme :
a\ak|+1
GBQH DX Dz, ot BeNY ay,..,a, e NV et ty,...,t, € [[1,T]] vérifient :

Vt e [[1 T)] ut = card{k € [[1,n]] | tx = t}.
Il est clair que n # |u| = £2(Q) = {0}.

On fait les deux observations suivantes :
* E(Q) est stable par dérivation.

OP,
xne{l,.,N—1}, te{l,..,T}et Q € C[Xy, ..., Xn] = —

Tn41

£a(Q) C e, (Q).
Etape 5 :

soient n € {1,..., N}, Q € C[Xq, ..., Xn] et f1,..., fx € B.
Alors Y(Q, fi1, ..., fn,s) est combinaison entiére de fonctions du type :
Y(R,g1,.,9n,s+u)ouueN' Re&ENQ) et gr,...,gn € B.

Preuve de ’étape 5 :

la preuve se fait par récurrence sur n € [[1, N]J.

Pour n =1 cela résulte de I'étape 3.

Supposons le résultat vrai au rang n, ou n € [[1, N — 1]].

Y(Q, f1,-.., fn,s) est donc combinaison entiére de fonctions du type :

Y(R,g1,...,gn,8s+u) ot ue N Re Q) et g1,..,98 € B.

Par ailleurs, par 'étape 3, Y (R, g1, ..., gn, s + 1) est combinaison entiére de fonctions du type :

O'R 0P,
Y( - —t,hb...,hN,S—i—u‘i‘et) OﬁZeN,tG{l,,T} et hl,...,hNGB.
0}, 1 Oxppy
. . . 'R 0P, il s
Grace aux deux observations de I’étape 4 € Ete, (Q), ot le résultat au rang n+-1.

0z} 1 OTni1
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Etape 6 :

pour u € NT et Q € C[Xj, ..., Xy], on note &,(Q) le sous espace vectoriel de C[X, ..., Xy]

T
engendré par les polynémes de la forme : 9°Q H H P p, ou -
t=1 keF}
* BNV
* les F} sont des parties finies de N, disjointes deux a deux, et vérifiant |F;| = wu,
x*V1 <t <T f estune fonction de F; dans N
* on peut associer aux f; des parties finies de N, Dy, ..., Dy disjointes deux & deux et telles
que :
* |D1| = ... = |DN|,
N T

1 t=1

«1<t<T,1<n<NetheD,NF, = fi(k) € N*"! x N* x NN-7,
Remarquons que £,(Q) est stable par dérivation.
Etape 7 :

soient u,v € N7,
Alors : R € E4(Q) et S € EG(R) = S € Euiv(Q).

Preuve de I'étape 7 :

T
S est une combinaison linéaire de termes de la forme : 9P RH H ot F P, on :
t=1 keF)
B e NV |F/|=wv, f]: F/ — NY et D}, ..., D)y sont comme a Iétape 6.
R € &4(Q) donc 9PR € £4(Q) donc 9PR est combinaison linéaire de termes de la forme :
T

aQ H H aft(k)pt

t=1 keF}

ot v € NV |Fy| = wy, fi : Fy — NV et Dy, ..., Dy sont comme & P’étape 6.
On peut imposer que V¢, ¢ F; N F), = (). Ceci entraine :

Vn,t D, NF/ =F,ND, =0etVnn D,ND.,, =0.

Pour conclure il nous suffit de voir que :

T T
U= oQ (H 11 3“’“)1%) [T I 2™ P | est dans £y (Q).

t=1 keF; t=1 keF]
Pour 1 <t < T on définit g; : F; U F} — N¥ par : g;(k) = fi(k) si k € F; et g(k) = f/(k) si
ke F}.
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T

Il vient alors que : U = 8’7QH H 99t (k)
t=1 ke F,UF!

Sous cette forme on va voir que U € Euiv(Q).

* Les F; LI F] sont disjointes deux a deux et V1 <t <T |F, U F/| = u + vy.
T N

x Les D,, LI D!, sont disjointes deux a deux, |_|(Ft U F)) = |_|(Dn UD)et|DyUD) =..=

t=1 n=1

|Dy U Dy
*Sike(D,UD,)N(F,UF)=(D,NEF)U(D,NEF)),alors :
* soit k € D,, N F} et alors gi(k) = fi(k) € N"71 x N* x NV=,
* soit k € D! N F et alors g;(k) = fl(k) € N*71 x N* x NV-,
On en conclut que 'on a bien U € £, (Q).

Etape 8 :
Q € C[Xl, ...,XN] etue N = glll\f(Q) C gu(Q)

Preuve de I'étape 8 :

olexl+1 p

on pose S = 8ﬁQHW

vie{l,..,T} ut—card{1<k<N|tk—t}

Pour conclure il suffit de montrer que S € &£,(Q).

Pour t € {1,...,7} on pose F; = {1 <k < N | t, =t}; on a alors que |F}| = uy.
T

ot BeNY ay,...,ay € NV et ty,...,txy € [[1,T]] vérifient :

On constate que les F}; sont deux & deux disjoints et que |_| F, =[[1, N]].
=1
On définit f; : F; — N¥ par f;(k) = oy, + ey
On pose D,, = {n}.
On constate alors :
x |Dq] = ... = |Dnl|

N
* si k € D, NF, alors k = n et donc f;(k) = a,, + €, € N"71 x N* x NV,

5= 00111 Grrgn ~ QLT I 97 done 5 @)

t=1 keF; t=1 keF;

Etape 9 :

soient m > 1, Q € C[ Xy, ..., Xn] et fi,..., fx € B.
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Alors Y(Q, fi1, ..., fn,s) est combinaison entiére de fonctions du type :
Y(R,g1,...,gn,s+u) ot u e N |ul =mN, R e &(Q) et g1,...,9v € B.

Preuve de I’étape 9 :

on raisonne par récurrence sur m > 1.

* pour m =1 :

par 'étape 5 Y (Q, f1, ..., fn,s) est combinaison entiére de fonctions du type Y (R, g1, ..., gn,S+
u)oiueN' Re&NQ) et gy,...,gv €B.

On peut supposer |u| = N (car si |u| # N alors EY(Q) = {0}). L’étape 8 donne donc le
résultat.

x supposons le résultat vrai au rang m > 1.

Y(Q, f1,-.-, fn,s) est combinaison entiére de fonctions du type Y (R, g1, ..., gn,S + 1) ou :

uec N jul =mN,R e &(Q) et gi,...,gn € B.

Par ailleurs, le résultat pour m = 1 donne que Y (R, g1, ..., gn, S+ 1) est combinaison entiére de
fonctions du type Y (S, hy,...,hny,s +u+v)ouv eNT |v|=N,S € E(R) et hy,...,hy € B.
L’étape 7 donne alors S € Ey4v(Q), mais [u+ v| = (m + 1)N, d’ott le résultat au rang m + 1.

Etape 10 : conclusion

on fixe Q € C[Xy,..., Xn] et f1,..., [x € B jusqu’a la fin.

Soit m > 1.

Par I'étape 9 Y (Q, f1, ..., fn,s) est combinaison entiére de fonctions du type :
Y(R,g1,...,gn,8s+u) ot u € N |[u| = mN, R € £,(Q) et g1,...,9v € B.

R € &,(Q) donc R s’écrit : comme une combinaison linéaire de polynémes de la forme :

T
8ﬁQH H oM P, avec B € NV, |F)| = uy, f, - F; — NN et Dy, ..., Dy comme & I'étape 6.
t=1 keF;

On a alors Vn € [[1, N]] |Dy,| = m.
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11 vient :

T
H H oM Py (x) =

t=1 keF};

H aft(k)pt(x

1 ke FxNDy,

[ = Pk xes™)

1 keFyND,

i=n
=

n

A
1~
—1=

o+
Il

1n

(2, PP (x € JV)

A
=
=

I
N
3
I
I\

1=

<11

N

< Hx‘EO‘D"‘HP e (x e JV)

I;Eo‘FtﬂDﬂ H H P |FtﬁDn (X c JN>

t=1 n=1

3
—
-
Il
—

< H x, " H P(x)" (xe JV)
n=1 t=1

On pose ¢ = max{degy @ |1 <n < N} (on peut évidemment supposer @ # 0).

On pose p =max{degy P |1 <n<N1<t<T}

Soit a € R que 'on va déterminer par la suite.

Soit K compact de C* inclus dans {s € C* | Vt € [[1,T]] 0y > —a}.

* Soit t € {1,...,T}.

Comme lors de la preuve de l'existence de oy on montre |Pt(x)"”| < |Px)* (xe JV s€K).

On suppose désormais a > 0, alors P;(x)* < <H mn) (x e JV).
pa
* Des inégalités précédentes on déduit : Py(x) ™% < <H :cn) (xe JV scK).
T
Posons S = 0°Q H H 7 ®) P, - en combinant ce qui précede, il vient alors :

t=1 keF;

N

) < 0PQe) [ [ H Pi(x
t=1 t=1

i) (1) (ﬁ )““ ce sen

N\ ¢+Tpa—com
<<<Hxn) (xecJV scK)
n=1

Gt (x e JN s € K)

K
et
'“U
z’ﬂ
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q+2
€0 ‘

On suppose désormais que m >

eom — (¢ +2)
Tp
Ce qui précéde montre que Y (S, g1, ..., gn, S + u) est holomorphe sur :

On choisit a = ; ceci est bien strictement positif.

{seC”|vte{l,..,T} oy > —a}.
On en déduit que Y(Q, f1, ..., fn, ) posséde un prolongement holomorphe a :

q+2—60m}

{s cCT | vte1,T]] o0 > i

q+2
€0
Y(Q, fi,..., fn,) posséde un prolongement holomorphe & C7.

Ceci étant vrai pour tout m > , on en déduit que :

4.4 Y(1,P,,z v+ % y+— e %, ) posséde un pole

Comme le montre I’exemple suivant, sous la seule hypothese H(S, le prolongement de Y n’est
pas toujours holomorphe.

Exemple 4.4.1. Rappelons que P..(X,Y) = (X — Y)2X + X wvérifie HyS mais pas HDF.
On définit f1: J — C par fi(z) =€ et fo: J — C par foy) = e .

f1 et fy appartiennent a B(1).

Alors :

Y (1, P, f1, fo,+) posséde un prolongement méromorphe a C,

1 est l'unique pdle du prolongement, il est simple de résidu égal a T
e

Preuve :
Par définition Y (1, P, f1, f2,s) = / P(z,y) %@ dady .
J2

On pose Yi(s) = / P(z,y) %@V dxdy.
{(zw) | 1<z<y}
Soit f: |1, +oo[xR% — {(z,y) | 1 <z <y} définie par f(u,v) = (u,u +v).

f est un C! difféeomorphisme dont le jacobien vaut partout 1.

En utilisant f, on voit que : Yi(s) = / [(w — (u+ v))*u 4 u] e @D dydy
J1,+o00[ xR
+oo +oo ) 1 +oo )
Donc Yi(s) = / u_sdu/ (v +1)%e dv = / (v? + 1) %e “dv
1 0 s—=1Jg
On pose Ys(s) = P(z,y) %@V dady.

{(zy) | 1<y<a}
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Soit g: |1, +o0o[xR% — {(z,y) | 1 <y < x} définie par g(u,v) = (u +v,u).
g est un C* difféomorphisme dont le jacobien vaut partout —1.

En utilisant g, on voit que : Y3(s) = / [(u+ v —u)?(u+v) + (u+ )] T dudy
]1,+o0[xR%.
d'otr : Ya(s) = / (v 4+ 1) (u + v) " *e™dudv
J1,+o00[ xR

- [T rve ] [Tarorala

+o0 (1 —s+1
= / (fU2 _|_ 1)_867‘0%6&0
0 s—1

1 +oo ,
_ / (U2 + 1)_8(1) + 1)_S+1€wd’(}
0

s—1

+00 +oo
Posons Y (s) = / (v +1)"*e "dv + / (0* + 1) %(v + 1) e du.
0
Grace au théoréme démontré précédemment, ¥ admet un prolongement holomorphe a C.

1
Ona Y (L, P, fi, fo,s) = —1Y(s), on va donc chercher a évaluer Y (1).
Y(1) = / (v* +1)te dv +/ (v 4+ 1)te”dv = / (v* 4+ 1)e™dv
0 0 —00
C’est une application classique du théoréme des résidus de montrer que cette derniére intégrale
vaut z, d’otu le résultat.
e
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Chapitre 5

Etude du prolongement des séries Z

5.1 Domaine de convergence de Z

Dans cette partie on établit quelques propriétés simples du domaine de convergence de Z.

Définition 5.1.1.
Soient Q, P, ..., Pr € R[X, ..., Xn] tels que Vt € {1,...,T} Vx € JN Py(x) > 0.
On pose : C(Q, Py, ..., Pr) = {(01, or) ERT | Z(Q, P, ..., Pp, 1,04, ...,07) converge}.

Le domaine de convergence de Z ne dépend pas de pu :

Remarque 5.1.2. Si, de plus, p appartient ¢ TV, alors on a :
Z(Q, Py, ..., Pr,p, s1,...,87) converge &< (o1, ...,07) € C(Q, Py, ..., Pr).

Proposition 5.1.3.
Soient Q, Py, ..., Pr € R[Xy, ..., Xy]| tels que Vt € {1,...,T} Vx € JN P(x) > 0.
Alors C(Q, Py, ..., Pr) est conveze.

Preuve :
Soient o, 0’ € C(Q, P, ..., Pr) et A € [0,1].
Fixons m € N*V et posons a; = P;(m)~!, il vient alors :

T T A T 1-X
H Pt<m)f()\at+(1f)\)ag) _ H Ao+ (1=N)o (H a ) <H a;f%)
t=1

t=1 t=1
En utilisant P'inégalité a*b'=* < Aa + (1 — \)b, valable pour a,b > 0 et A € [0, 1], on voit que :
T AT / 1=A T
(Haft) (Haft> < )\H (1= Haf“
t=1 t=1
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On conclut de ce qui précéde que Ao+ (1 — N)o’ € C(Q, P, ..., Pr).

Lemme 5.1.4.

Soient Q, P, ..., Pr € R[Xy, ..., Xy] tels que Vt € {1,..., T} P(x)>1 (xe€ JV).
Soit u € RY.

Alors : C(Q, Py, ..., Pr)+u CC(Q, P, ..., Pr).

Preuve :
c’est clair.

Corollaire 5.1.5.

Soient Q, Py, ..., Pr € R[Xy, ..., Xn] tels que Vt € {1,....T} Pi(x)>1 (xe JV).
Soit u € RT.

Alors : C(Q, P, ..., Pr) +u C int(C(Q, Py, ..., Pr)).

Preuve :
cela découle du lemme 5.1.4.

Proposition 5.1.6.
Soient Q, P, ..., Pr € R[Xy, ..., Xy] tels que Vt € {1,...,T} P(x)>1 (xe€ JV).
Soit 1< Ty <T.

To
On suppose que | | P,;(x) —— +400.
X——+00
t=1 xeJN
Soit OTy41y -, 0T € R.

Alors :
il existe og € R tel que : 01, ...,01, > 09 = (00, .., 0T, Oy 41, -, 07) € int(C(Q, Py, ..., Pr)).

Preuve :

T T N 2
Soit 0y € R tel que H Pi(x)7! H P(x)7 > (H xn> (x € JV).
t=1 n=1

= t=Top+1
Alors (0'0, ey 00y OTg415 + o0y O'T) —1e C(Q, Pl, ey PT)
Le corollaire 5.1.5 permet alors de conclure.

Proposition 5.1.7.

Soient Q, Py, ..., Pr € R[Xy, ..., Xn] tels que Vt € {1,....T} P(x)>1 (xe€ JV).
Soit € TV,

Alors Z(Q, Py, ..., Pr, u, ) est holomorphe sur int(C(Q, Py, ..., Pr)) + iRT.
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Remarque 5.1.8. int(C(Q, P, ..., Pr)) +iRT est convexe donc connexe; on pourra donc parler
sans ambiguité du prolongement méromorphe de Z(Q, P, ..., Pr, u,-) (si il existe!).

Preuve :

a) Montrons que pour C' compact inclus dans int(C(Q, Pi, ..., Pr)), Z(Q, P, ..., Pr, s, ) converge
normalement sur C'.

Soit o € C'; alors il existe € > 0 tel que o — €l € C(Q, P4, ..., Pr).

Par hypothése Je €]0, 1] tel que Vt € {1,...,T} vx e JV P(x) > c.

Soit 1 <t <T.

Pour u €]0,2¢[Y et m € N*N on a :

Py(m)™ < ¢ et ¢ < ¢72¢; et donc Py(m) ™ < ¢,

On déduit de ce qui précede que :

T T
Q(m)| [ ] P.(m)~ =) < |Q(m)| [ Pi(m) " (m € N, u €]0, 2¢[")
t=1 t=1

Ceci implique que Z(Q, P, ..., Pr, p, ) converge normalement sur o — ¢1+]0, 2¢[".

Pour tout & € C on a trouvé un ouvert de RY contenant o et sur lequel il y a convergence
normale ; C' étant compact, il y a convergence normale sur C'.

b) Conclusion.

On définit p : CV — RY par p(o +i7) = 0.

Soit K un compact de int(C(Q, Py, ..., Pr)) + iR”.

p(K) est alors un compact de int(C(Q, Py, ..., Pr)) ; par a) il y a convergence normale sur p(K),
on en déduit la convergence normale sur K.

De la convergence sur tout compact inclus dans int(C(Q, P, ..., Pr)) + iRT on déduit 1’holo-
morphie sur int(C(Q, Py, ..., Pr)) + iR™.
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5.2 Une formule de représentation intégrale

Notation 5.2.1. On pose 0 = (0, ...,0) € N7,
Si vy a,b] — C, on définit v~ : [a,b] — C par v~ (z) =v(a+b—x).

Lemme 5.2.2. Pour e > 0 on définit :
A E,—l—oo{% C par A\e(z) = x + i€ et w,: [g,+oo{—> C par we(x) =z — ie.
Soit k € [[2, +o0][.

On note : A\ = )\GH%,H%] el Wek = We|[3 ki 1-
1
On définit ver: [—1,1] — C par yx(z) = k + 5t i€ex.
3 1
On note Ry = [§’k +3|t i[—e€, €.

On définit e: C — C par e(z) = exp(2inz) .
Soit f: U — C holomorphe ot U est un ouvert simplement connexe de C contenant Ry, .

k
Alors -'mZ:Qf(m)zfm 6(‘;8)(2—)1dz+/w6’,€ e(ﬁ)(?ﬂ”/%’k e(ﬁ)(z—)1dz+/m —eé)(z_)ldz.

Y
)\s,k
+E T
0 1 2 k |k+1 x
I I I I I I I I
Ve, 1 Ve k
—& T ;
We .k
: 1
2 k+3
Preuve :
on définit g par g(z) = %, g est méromorphe sur U.
e(z) —

Pourm € [[2,k]] Res(g,m) = f/Em)) = f2( m) . Le résultat découle donc du théoréme des résidus.
e'(m im
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Proposition 5.2.3. Soient ¢ > 0, k € [[2,+00][ et U un ouvert simplement connexe de C
contenant R, .
Soit f: UN — C holomorphe.
Pour 7 € Sy on définit f,: UN — C par f.(z1,...,25) = f(z2z(1)s -0 Zr(n))
Sous ces conditions Z f(m) est une somme de 4~ termes de la forme :
me([2,k]|NV

Yoo
(21,0, 28) ——dz
/('Ye,l)NlX()‘e,k)NQX(we,k)N3><(’Ye,k)N4 ;LEIl e(zn) — 1
ot N1, Ny, N3, Ny € N wvérifient Ny + Ny + N3+ Ny = N et 7 € Sy.

Preuve :
elle se fait par récurrence sur N en itérant le lemme 5.2.2.

5.3 Sous I’hypothése HDF, les séries Z se prolongent holo-
morphiquement & C’

L’objet de cette partie est de prouver le théoréme A.

Le lemme suivant s’inspire de I’analogue se trouvant dans [24].

Lemme 5.3.1. Soient P € R[ X}, ..., Xn]| et €9 > 0 tels que :
i) vx € JV P(x) >0
i) Va € NV, > 1= 0°P(x) < z,°P(x) (x € JV).
Alors il existe € > 0 tel que :

1
i’)x € JN ety € [—2¢ 2" = R(P(x +iy)) > 5P(x)

i) Va e NV a, > 1= 0*Px+iy) < z,;°P(x) (x e JV ye[-2¢2").

Preuve :
on note p = deg(P).
La formule de Taylor s’écrit :

P(x+1iy) = Z %80‘]3@() = P(x) + Z (?;480‘P(x).
lal<p 0<lal<p

De I’hypothése ii) on déduit qu'il existe ¢ > 0 tel que :

Va € NV\ {0} vx € JV |0*P(x)| < cP(x).
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1
On pose A =c¢ Z —
al

0<|e|<p
1
Fixons 0 < e < 7
Ona:ye€[-262" a#0=|y* < 2e

De ce qui précéde on déduit : Vx € JV Vy € [—2¢,2¢]Y |P(x +iy) — P(x)| < 2¢AP(x)
1 1

On pose € = 1Az ona alors : Vx € JV Vy € [—2¢,2¢]" |P(x +iy) — P(x)| < §P(x)

Il vient :

R(P(x +iy)) = P(x) + R(P(x +iy) — P(x) 2 P(x) ~ [P(x+iy)) ~ P(x)| > 5 P(x)
Soit o € NV tel que «v,, > 1. Alors :

V)P
(0*P)(x +1y)) = Z %GO‘J“’BP(X) < 7,9°P(x) (x€ JVye[-2¢2]")
Bl<p

Lemme 5.3.2. N*V peut se partitionner de la maniére suivante :

C N
NV = |_| A. o Ve A, est de la forme H B,, avec B,, = {1} ou B,, = [[2, +00[].

c=1 n=1

Preuve :
elle se fait par récurrence sur N > 1.

Avant de prouver le théoréme A, rappelons en ’énoncé :

Théoréme A. Soient Q, Py, ..., Pr € R[ X3, ..., Xn].
On suppose que :
* Py, ..., Pr vérifient HDF,

T
* HB(X) — +o00.
X—400
t=1 xeJN

Soit de plus € (T \ {1}H)".
Alors Z(Q, P, ..., Pr, u, ) posséde un prolongement holomorphe a CT.

Preuve :
la preuve se décompose en 2 étapes.

Etape 1 :

T
s — Z*(s) © Z p™Q(m) H P,(m)~* posséde un prolongement holomorphe a C7.
me([2,+oo[[V t=1

Preuve de I’étape 1 :
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Les hypothéses permettent de choisir ¢g > 0 tel que :
T N €0
« [[P(x)> (H xn) (x e JV)

Lx) < 270 (x e JV).

t
Il est clair qu'il existe o, > 0 tel que si o1,...,00 > 09, alors Z*(s) converge. On se place

désormais dans un tel domaine.

Pour n € {1, ..., N}, on écrit p,, = e o1 6, € R\ 27Z. Avec cette notation on a :

Z p™Q(m) H Py(m)~* = Z Q(m) H inmn H P(m)"

me[[2,+oo[[V t=1 me([2,+oo[[V

Pour ¢ € [[1,T]] on applique le lemme 5.3.1 & P, ce qui fournit ¢, > 0.
On pose € = min{e; | 1 <t < T}, € est alors fixé pour toute la preuve.

T N
Pour s € CV, on définit fo: (]1, +-00[+i] — 2¢,2¢)" — C par fi(z) = Q(z) H Py(z)™* H eifnn.
t=1 n=1

Grace au choix de € ceci a un sens et f; est holomorphe

Pour k € [[2,4o0[[ona: Y  Q(m H“’”WHPt = Y fo(m

me([2,k]]V n=1 me[[2,k]]V
R C]1,+oo[+i] — 26, 2¢[ donc on peut appliquer la proposition 5.2.3 & fs, ce qui permet

d’écrire E fs(m) comme une somme de 4V intégrales. On va s’occuper de celles pour

me[2,k]V
lesquelles 7 = Idj; ), les autres se traiteraient exactement de la méme maniére.
On se limite donc & des expressions de la forme :

/ T N exp (i)
H H — T da
)™M X AT )N2 X (e, 1) V3 X (e ) Ve pol e(zn) — 1

soit encore :

T N .
28 zn
(- | Q) [ P
(’76,1)]\]1><()\e,k)]\f2><(“JE,I€)N3><(’Ye,k)N4 g g

ol N17N27N3, Ny eN vérifient Ny + Ny + Ng + Ny = N.

Si Ny > 1 et sioq,...,0r0 sont assez grands, on montre par convergence dominée que cette
expression tend vers 0 quand k tend vers +ooc.

Si Ny =0 et si 0y, ..., 07 sont assez grands, on montre par convergence dominée que, lorsque k
tend vers 400, cette expression tend vers :

Y NN NS () def (—1)Ni+Ne / Q) H Pi(z) H eXp(z’ann)dz

(Ye )M X (X)) V2 x (we) N3 t=1
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On a donc montré qu’il existe r > 0 tel que sur {s € CT | 7y, ...,00 > r} Z* est une combinaison
linéaire d’intégrales de la forme Y V1:-V2:Vs § permutation prés.

Pour conclure il nous suffit donc de montrer que Y Vt-V2:Vs

a CT.

posséde un prolongement holomorphe

* Pour 1 < n < Nj on définit f,: [-1,1] — C ainsi :
£.(2) exp(i6nye1(2)) exp(i6, (2 + iex)) o 3 g exp(—eb,x)
n\T) = = - = - o Un
e(Yer(x) —1  exp(2im(2 +iex)) — 1 P2 exp(—2mex) + 1
fn est manifestement continue.

3
* Pour N;1 +1 <n < N; + Ny on définit f,,: {§,+oo{—>(:ainsi:

_ (i A(2))  explibu(eti)
PO =00 -1~ e i) -1 P

g—; ¢ 7 donc (voir 'exemple 4.1.4) f,, € B <g>

exp(if, )

1 — exp(—2me) exp(i27mx)

* Pour Ny + Ny +1 < n < N on définit f,: g,—i—oo — C ainsi :

_exp(ibnpwe(z))  exp(if, (v — ic)) R exp(16,x)
I = O =1~ expin(e — i) =1 p(eh)

g—" ¢ 7 donc (voir 'exemple 4.1.4) f,, € B (;)
7r

1 — exp(2me) exp(i2mx)

Pour P € C[X,..., Xy] et Ny, No, N3 de somme N, on définit PNtV € C[X, ..., Xy] par :

PNLNQ’NS(X) = P(Ye1(z1)y oo Ye1 () s Ae(@ny41) 5 ooy Ae(T N 482 ) s We (TN £ Np41) s -oes We(TN))

3 . 3 . _ . . .
=P (5 + 1exq, ..., B T UETN,, TNy +1 T L€, ooy TNy 4N, T 1€, TN 4 Not+1 — L€, .oy TN — LE

Muni de ces notations, on constate que :

Y VN2 N (g) = (_1)N1+N2<Z-€)N1/

(1,1 x[%,+oo[N-N1

N
Q) [T 9 T i
n=1

I1 nous suffit maintenant de vérifier les hypothéses du théoréme (vu au chapitre 5) garantissant

I'existence d'un prolongement holomorphe pour Y (ici, on applique le théoréme en question sur
N—N1

[—1, 1]V x {5, —l—oo{ et non sur [—1,1]M x J¥=N1 ce qui ne pose clairement aucun pro-

bléme).
N1
* f:[=1,1]M — C définie par f(z1,...,7N,) = H fn(zy,) est clairement continue.

n=1

3
* On a déja vu que fy,+1,..., fn € B (§>
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27772
or on a déterminé e grace au lemme 5.3.1, donc :

1 3 3
Vx € [_17 1]N1 % JNle by (PtN1,N2,N3($17,,.,$N>> > épt (5,..., E,leJrl, ...,IN)

N1,N2,N3 3 3 :
* P (x) =P, ((— ey =y EN 1y e N | F (€T, oy €N L€, €, —€, .., —€)

3 N—Ny
On déduit de ceci que ¥x € [—1, 1] x {—,+oo{ on a :

>
. R (PtNl’NQ’NS (x)) >0

1 3 3
* ‘PtNl,NQ,NZi(X)‘ > §Pt (5, e §,$Nl+1, ...,{EN)
De cette derniére inégalité, on déduit toute suite :

3 N—N1
PtNl’N27N3(X)‘ > 1 <x € [-1,1]" x [5,—1-00{ )
)| 2

3 N—N; T
et Vx € [—17 1]N1 X |:§’ +OO|: H ‘PN1,N2,N3

11 vient :

filremiof (1 ) (et o] )

t=1 n=N1+1
Siae {O}N1 x N¥=NM et Ny +1 < n < N sont tels que a,, > 1, alors :

1N\ + 3
(2) Hﬂ( .,§’IN1+1,...,ZUN>

t=1

PN NN () = (92 P) (g + iexy, ..., ;

3 3 3 V=
<Lz, (5, v 5,:UN1+1,...,:[N) (x € [—171]1\71 X {5,4—00{ )

3 N—N1
PtvaN%NS(x)‘ (x e [-1,1]" x [5,—1-00{ )

Ainsi s’achévent les vérifications des hypothéses du théoréme (vu au chapitre 5) garantissant
I’existence du prolongement holomorphe de Y, ce qui termine la preuve de I'étape 1.

+1ETN,, TNy 41 T 26, oo, TN 4Ny, T U6, TNy Ny+1 — 26, .o, TN — ze)

Lz,

Etape 2 : conclusion.

On va montrer le théoréme A par récurrence sur N > 1.
* Pour N =1, il suffit d’écrire :

T T
Z(Q, Py, ., Props) = pQ() [T (D)™ + ) ™ Q(m H
t=1

m>2 t=1

L’étape 1 permet alors de conclure.
* Si le résultat est vrai pour tout n compris entre 1 et NV — 1, alors grace au lemme 5.3.2 et &
I’étape 1, on voit qu’il est vrai pour V.
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5.4 Z(1,P,.,,—1,—1,-) posséde un pole.

Le théoréme A peut s’avérer faux si P vérifie non plus HDF, mais seulement HyS. C’est
I'objet de I'exemple suivant :

Proposition 5.4.1. Rappelons que P.,(X,Y) = (X — Y)2X + X wérifie HyS mais pas HDF.
Alors :
Z(1,P.,,—1,—1,-) posséde un prolongement méromorphe a C.

1 est l'unique pdle du prolongement, il est simple de résidu — (I
sinh(7)

Remarque 5.4.2. est transcendant. (Cela découle de l'indépendance algébrique de w

et e’ ).

7r
sinh(7)

Preuve de la proposition :
Durant cette preuve, on pose Z = Z(1, P,—1,—1, ).

Z(s)= Y (=1)"™(=1)"[(m —n)*m +m]"*

= 3 (=) 1)
= 3 D = 1 YD () =)+ 1

En posant n = m + u dans la premiére somme et m = n + u dans la deuxiéme, on obtient :

Z(s) = (=1)"m~*(u St Z U4 u) S (ud41)7°

“:)go( 1) (u? + 1) +; U2 1) g(nJru)_s

=G T 1) S 1) [ D ]
=<(s)§(—1)“<u2+1>8—§(u DMk 4+ 1)+ 1)k

=((s) %(—D“(u2 +1)7 — g:l( Dk + 1) + 1]k — ;(—1)’“(1452 +1)k
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Les quatre observations suivantes permettent de conclure :
x ¢’est une application classique du théoréme des résidus de montrer 1’égalité

DD )T =

UEZ

* le théoréme A permet d’affirmer que s — Z( —1)*(u®+1)"* se prolonge holomorphiquement

UEZL

acC,

* le théoréme A permet d’affirmer que s — Z (—=1)*™[(k+1)®+1]*k~* se prolonge holomor-
ki>1

phiquement a C,

* le théoréeme A permet d’affirmer que s — Z(—l)k(k2 +1)"°k~° se prolonge holomorphique-
k>1

ment a C.
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Chapitre 6

Lemme d’échange et valeurs aux T-uplets
d’entiers négatifs de Z et de Y

6.1 Le cas de Z

Proposition 6.1.1. Soient Q, Py,...,Pr e R[Xy, ..., Xn] et 1 < Ty <T — 1.
On suppose que :
a) Py, ..., Pr vérifient HDF

b) [[P(x) —— +c<.

|x|]—+o0

xeJN
Soient de plus p € (T\ {1})Y et ky,...,kr € N.
Alors :

T
Z(vala7PTJH’J_k'177_kT):Z<Q H Ptkt;le"aPTo;lJ’;_kla"'7_kTo>

t=To+1

Preuve :

On définit f : CT — C par f(s1,...,57,) = Z(Q; Py, ..., Pr; p; 81, .o, S105 =K1y 415 o0y — k7).
f est holomorphe.

Par la proposition 5.1.6 il existe oy € R tel que pour oy, ..., 07, > 0 on ait :

To T
Z(Q: Py, ooy Pri s 81, oo 57 —krysts o —kr) = > p™Q(m) [[ A(m)™ ] P(m)*™
t=1

meN+N t=Tp+1

T
On définit g : CT™ — C par g(s1, ...,s7,) = Z (Q H PF: Py, ..., Pr s s, ...,3T0>.

t=To+1
g est holomorphe.
Par la proposition 5.1.6 il existe of, € R tel que pour oy, ..., 07, > o{, on ait :

T T To
Z(Q H Ptkt;Pl,...,PTo;u;sl,...,5T0> = Z p™Q(m) H PtktHPt(m)’St

t=Tp+1 meN*N t=Tp+1 t=1
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On constate que pour o7, ..., o7, > max(cg, o) on a f(si1,...,s1,) = g(S1, ..., S1p,) ; par prolonge-
ment analytique on en déduit que f = g.
En particulier f(—ky,...,—kr,) = g(—k1, ..., —kr,), ce qui est exactement le résultat voulu.

Lemme d’échange.
Soient Py, ..., Pr,Qq,...,Qr € R[Xy, ..., Xn| et Q € R[X, ..., Xn].
On suppose que :

* Py, ..., Pr,Qy, ..., Qr vérifient HDF

|x|—+o00

T
* HPt(x) — 400
t=1

xeJN
T/
* HQt(X) ﬁ—+——> —+00
t=1 xeJN
Soient de plus € (T\ {1}V et ky, ..., kp, 1y, ..., l7» € N,
Alors :
uad T
Z (QHQtﬁt; Pla cevy PTJ L _kla ceey _kT> = Z (Q H Ptkt; le ceey QT’; K, _£17 sy _gT’>
t=1 t=1
Preuve :

La proposition 6.1.1 permet d’affirmer que les quantités considérées sont toutes deux égales & :
Z(Q? P17 ceey PT7 Ql? veey QT’; |22 _klv ceey _kTv _617 seey _ET’)-

Lemme 6.1.2. Soient Q € R[Xy, ..., Xn] et p € (T\ {1})".
On note () = Z Ao X,

acsS

Alors : N
Z(Q; X1, oo, Xnyi 1150,..,0) = > aa [ [ G ()
acsS

n=1

Preuve :
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si 01, ...,0n sont suffisamment grands on a :

Z(Q: X1, Xnvi pi,8) = Z (Z X% X1, ...,XN;u;s)

aEesS

= ZaaZ(Xa;le 7XN7/J’7$)

acsS
N
S SPT I 0
a€S  meN*N n=1
N
SDICED RN | R

acsS mi,...mny>1n=1

N
M, o Oy, —Sn,
=2 aa]] > wiim

acsS n=1mp>1
N
=2 _aa ][] Gulsn— )
aEesS n=1

Par prolongement analytique, on a donc :

N
Vs € CV Z(Q; X1, s Xni1:8) = Y o [ [ Gun (50 — )
acsS

n=1

Il suffit maintenant de faire s = 0 dans cette égalité pour obtenir le résultat cherché.

Nous sommes maintenant en mesure de montrer le théoréme B. Rappelons en 1’énoncé :

Théoréme B. Soient Q, P, ..., Pr € R[X, ..., Xy].
On suppose que :
a) Py, ..., Pr vérifient HDF

T

b Pi(x) —— 4o0.
B
xeJN

T

Soient kq, ..., kr € N. On note QH PM = Z AaX™.
t=1 acsS

Soit de plus p € (T \ {1}H)".

Alors :

N
Z(Qv Pla "'7PT; H; _kla sy _kT) = Zaa HCMn(_an)

acsS n=1
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Preuve :

N
Z(Q7 P17 "'7PT; [ _klu sy _kT) =7 (Q Hng P17 "'7PT; |22 _kb s _kT>
n=1
T
grace au lemme d’échange = 7 (QHPZ“;Xl, ey XN 3 0, ...,O)
t=1

N
grace au lemme 6.1.2 = Z Ao, H Cup (—r)

acsS n=1

Corollaire 6.1.3. Soit K un sous corps de R.
Soient Q, Py, ..., Pr € K[ X, ..., Xyn].
On suppose que :
a) Py, ..., Pr vérifient HDF
T

b) [[ Po(x) —— +oc.

|5¢|—+o00
- xcJV
Soient de plus ky,....kr € N et p € (T\ {1})V.
Alors :
Z(Q; Pl? R PT; l’l'; _k17 ) _kT) e K(ul? "'7/’[/N>
Preuve :

Cela découle du théoréme B et du lemme A (qui sera démontré dans le prochain chapitre).

6.2 LecasdeY

Le principe du lemme d’échange fonctionne aussi pour Y : une démarche en tout points
similaires & ce que nous avons fait pour Z permet de montrer le théoréme C suivant :

Théoréme C. Soient Q, P, ..., Pr € R[X, ..., Xn].
On suppose que :
a) Py, ..., Pr vérifient HDF,

T

b Pi(x) —— +00.
DI LIEEe—
xcJN
T
Soient ky, ..., k7 € N. On note QHPtkt = Z Ao X,
t=1

acsS

Soient de plus fi, ..., fx € B(1).
Alors :

N
Y(Q7P1> EERE) PT; fla ceey fNa _kb Sy _kT> = Z@a HY(17X> fna _&n)

acsS n=1
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Corollaire 6.2.1. Soit K un sous corps de R.
Soient Q, Py, ..., Pr € K[X, ..., Xy].
On suppose que :
a) Py, ..., Pr vérifient HDF,
T

b P(x +00.
M
- xeJN
T
Soient kq, ..., kr € N. On note QHP{’“ = Z Ao X .
t=1 aEesS
On définit f: R — C par f(z) = e**.
Alors : '
Y(Q; Pry ., Pri fy ooy =k, oo, —kp) € K(4, €").

Preuve :
vu le théoréme C, il suffit de montrer que Vk € N Y (1, X, f, —k) € K(i, ).
Posons Y =Y (1,X,f,-).Sic>1ona:

+o0 )
Y (s) :/ x%edx
1
1 ]t oo 1.
— {x_s—,e”} —/ (—s)x™* 1 =edx
1

i) i
=ie' —isY (s +1)
Par prolongement analytique, on en déduit Vs € C Y (s) = ie’ —isY (s + 1).

On déduit tout d’abord de ceci que Y (0) = ie’.
Par récurrence on montre ensuite s que Vk € N Y (—k) € K(i, €).
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Chapitre 7

Interpolation p-adique

7.1 Une formule pour les valeurs de ¢, aux entiers négatifs

Le lemme suivant se trouve dans [42].

Lemme 7.1.1. Soit (ay,)men+ une suite de nombres complexes.
+o0

On pose Z(s) = Z a—nz et l'on suppose qu’il existe s € C tel que cette série converge.

m
m=1

“+oo
Grace a cette hypothése, on peut définir f: Ry — C par : f(x) = Z e .
m=1

On suppose qu’il existe une suite (cx)ren de complezes telle que, pour tout K € N*, on ait au
K-1

voisinage de 0 : f(z) = Z cxx + O(a™).
k=0
Alors : Z se prolonge holomorphiquement o C et Yk € N Z(—k) = (—1)kk!lcy.

Nous aurons besoin des nombres de Stirling de seconde espéce. Rappelons en tout d’abord
la définition :

Définition 7.1.2. Soient k,¢ € N.
Par définition le nombre de Stirling de second espéce (associé a (k,l)) est le nombre de parti-
tions en € parties d’un ensemble a k éléments. Cet entier naturel est noté S(k, ).

Exemple 7.1.3. 5(0,0) =1; pour k € N S(k,k)=1;si 0<k <{ alors S(k,{) = 0.

On va maintenant rappeler quelques propriétés élémentaires de ces nombres. Pour les preuves
on renvoie par exemple & [20].
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Lemme 7.1.4. Vk e NVl € N* S(k+ 1,0) = (S(k,0) + S(k, £ —1).

¢
1
Lemme 7.1.5. Pour tous k,{ € N on a : Ské—g—z ()

Lemme 7.1.6. Soit g: R} — C de classe C*. On définit f: R — C par f = g o exp.

Alors pour tout k € N on a : Ve € R f® ZSk’E fe (Z e’).

Preuve :

elle se fait par récurrence sur k € N.

* Pour k = 0 cela découle de S(0,0) = 1.

* Si ’assertion est vraie au rang k, alors pour tout x € R on a :

k
f(k+1)(x) _ ZS<I€’£) (ﬁe“g(")( ) + efxezg(ZJrl)(ex))
=0
K k+1
= " S(k,0)te" g (em) + Y Sk, € — 1)e' g ) (e”)
=0 =1

S(k,k+1) =0 donc :

k+1

FE (@) = [0Sk, 0) + S(k, £ = 1)] e g“(e”)
o
=D S(k+1,0eg O (e)
/=1

k+1
= 38k 1,0 )

£=0

ce qui termine la récurrence.

Nous pouvons maintenant prouver le lemme A dont nous rappelons 1’énoncé :

Lemme A. Soit pe€ T\ {1}.

k
) u 1S (k, €
Alors pour tout k € N on a : (,(—k) = 1 — Z =
Preuve :
+00 +o00 1 “
V>0 MeTMT — i P —
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P ot g: RY — C par g(y) = .
—p

On définit f: R — C par f(z) =

y—p
g est C® et f = goexp donc 7.1.6 s’applique et donne :
k
Vo eR fP(x) =" Sk, 0)eg"(e").
=0
Yy € R% g(y) L 4 Ve e Ny e R ¢“(y) e
y 9(y) = —p—— donc : Y 9Ny) = —pr—77-
i H—y (b —y)tt
/!
De ce qui précede on déduit que : f* Z S(k,0) ( TW)

on peut maintenant conclure en utilisant 7. 1 1

7.2 Preuve du théoréme D et de la proposition A

Théoréme D. Soit p un nombre premier.
On fize un morphisme de corps de C dans C,, il sera sous-entendu dans les écritures.
Soient Q, Pl, ceey PT S Z[Xl, ceey XN]
On suppose que :
a) Py, ..., Pr vérifient HDF,
T

b) H Pt( ————>|x|_)+oo +OO
xeJV

c)vte{l,..,T}VjeZ" pt B(j) .

Soit p € (T\ {1}H)¥

On suppose que ¥n € {1,.... N} |1 — p,|, > pip%l.

Soitr € {0,...,p — 1}7.

Alors il existe Z3(Q, P, ..., Pr,p,-): Z," — C, continue telle que :
vk € NT wérifiant Vt € {1,....,T} k; =r;, mod (p— 1), on ait :

Z;(Q,Pl, ...,PT7pl,, —k) = Z(Q,Pl, ...7PT,[J,, —k)

Preuve du théoréme D :
T

T
soit k € N”'. On note Sy le support de Q H Pl Soit (aa)acs, telle que Z Ao X =Q H P

t=1 aE Sy

Le théoreme B dit que Z(Q, Py, ..., Pr,pt, —K) = Y aa | [ Gu.(—owm).

aESyk n=1
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On utilise le lemme A.

N (=) 0,15 (o, U,
Z(Q, Py,..., Pr,p, —k) = 2{: (thI <(1-E/ML ji: (Mnﬁ_l) >)]

acS L nel £n=0

-5 Fa< ﬁ(i*@ff‘?&“)l

e flml ;S: _ ala"‘;nng = fn} z ]

-5 i‘lml o; :<_1)a|a°‘e§za ( - = I ﬁsmn,én))]
- 2 Z <<_1>'a'“" = 1>eﬁ5(a"’g”)>]

. N
Pour £ € NV on note Zy(—k) = Z ((—l)laaa&%l)z H S(ozn,Kn))
a€>Sé( H

La famille (Zg(—k))genn est presque nulle, plus précisément son support est inclus dans
{£c NV | 3 € Sy, a > £}, qui est clairement une partie ﬁme de NV,

n=1

De ce qui précéde on déduit que Z(Q, Py, ..., Pr,p, — Z Zo(—
LeNN
N
Ba . .
Notons que |Zg(—k)|, < H ST .- ceci nous sera utile plus tard.

Puisque ¢ > k = S(k,1) =0, on a : Z,(—k _1£Z< 1) HSan, )

€Sy
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En utilisant 7.1.5 il vient :

=(1—p)* 2 {(Uaﬁaﬁ Lﬁ:o ((_1)jn (j2>jgn)] }

ST IE{CILTNEDY H[ﬁ(“)jn(@jzn)l

€ Sk JENTRZ {05 b
N N r N
—1-w* Y {H (~1)" <j) > <—1>""“aaHﬂ'5"”
J'Gl_[le{o ..... Zn} n=1 " ns aESKk n=1
N ] TN
—-wt Y {H ()] 2 aaH<—jn>%] }
JEHL{O ..... 00} n=1 t ns acSyk L n=1
_ V4
RS {( 1(5) et HPt . }
jeHﬁ:r{O ~~~~~ ln}
Pour z € Z; on note w(x) le Teichmiiller de x et (z) = L
P w(z)

Soient t € {1,...,T} et j € NV.

: - — : N ST \\ Kt
On remarque que si k; € N vérifie k, = r;, mod (p—1) alors : P(—j)™ = w (P(—j))" (P(—j))™.
Cela nous incite & définir Zj: Z] — C, par :

Zi(srmsr) = (1—w Y (-1 (f)@(—j) T (P (P

Soit k € NT vérifiant Vt € {1,...,T} ky =7, mod (p —1). Alors :

0,

Z3(—=k) = Ze(—k) et donc, grace & une remarque précédente : | Z;(— H | | |f .

Mn _— ’VL
T

Comme Zj est continue et que — H (r¢ + (p — 1)N) est dense dans Z! on en déduit que :
t=1

Vs € ZI |Zy(s) H _Nlly,
|Nn - 1|Z"
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|21

|, — 1]8 t=400
Comme d’habitude on définit v,: C; — R par Vx € C, |z|, = p @)
Pour ¢ € N, on note S,(¢) la somme des chiffres en base p de £.
{— Sp(é)

1
Si ¢ est le nombre de chiffres de ¢ en base p, alors S,(¢) < ¢(p — 1) et £ > p“!; on en déduit
Sp(f) < logt (¢ € N*).

Soit n € {1,..., N}. Montrons que

On sait bien que pour ¢ € N on a v,(¢!) =

On a: /0 i S(f) 1 S(ﬁ)

v ~ ) =22y (1 :<——v n—1>€— =
(o) = 52 = -0 = (2 - e D)

1 .

_ 1 ] * .
p—1 Up(ﬂn )>Oet Sp(€)<< ogl (EGN)donC Up((lﬁn—l)Z £—+00 o0

On en déduit le résultat voulu.

On peut maintenant adopter la définition suivante :
1

on définit Z3(Q, P, ..., Pr,p,-): ZZ — C, par Z,(Q, P, ..., Pr,p,8) = ﬁ E Zy(s).
—
LeNT

Ceci convient clairement.

Corollaire A. Soit p un nombre premier.
On fize un morphisme de corps de C dans C,, il sera sous entendu dans les écritures.
Soient Q, Py, ..., Pr € Z[ X, ..., Xy].
On suppose que :
a) Py, ..., Pr vérifient HDF,
T

b) [[P(x) —— +o0,

x| —-+o0
xeJN
~ T
On pose : Z(Q; Py, ..., Pr; p;s) = > p™Q(m) [ [ Pi(m) .
t=1

Soit pu € (T\ {1})V.

On suppose que Vn € {1,.... N} |1 — pi,,|, > p_ﬁ.

Soitr € {0,...,p — 1}7.

Alors il existe Z3(Q, P, ..., Pr,p,-): Z," — C, continue telle que :
vk € NT wérifiant Vt € {1,....,T} k; =r;, mod (p— 1), on ait :

AZ;(CQ,}ﬁ,.”,}?F7ﬁL,—-k)IZ ZKCQ,}ﬂ,.”,fzr,ﬁL,——k).

89



Preuve du corollaire A :

T

2@ Py Prips) = 3 Q) [T Aifm)™

meN*N t=1
vte{l,...,T} ptP:(m)

- Y Y e [[am

we{lop}¥  meNN
vte{l,...,T} ptP:(m)
Yn mp=un, mod (p)

T
_ Z Z u+me u+pm H u+pm —st

u€{177p}N mGNN
VtE{L,T} pTPt(u_'—pm)

T
= 2 > wmQut pm) [T A(u+ pm)

ue{l,...,pN meNY
Vte{1,.oT} plP(u)

= > pD W)™ QMu+pm) [ A(u+ pm)

ue{l,...p}V meNN
vte{L,...,T} ptPi(u)

11 suffit alors de montrer que Vn € {1,...,N} |1 — u,”[, > pfp_il pour pouvoir appliquer le
théoréme D. Le lemme suivant permet de conclure :

Lemme 7.2.1. Soz’tw € C,.
Alors : |x — 1], > p 7= T = |2 — 1], = (|z = 1|,)".

Preuve :
on pose z =z — 1.

On a:

En distinguant deux cas : > 1et |z|, <1, on constate que :

[lp >

Vke{l,..,p—1} ’(Z)zk_l‘ < |zp_1‘p; on déduit de ceci que :
p
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= |zp_1 ’p; le résultat découle de cette formule.

p—1 D
k—1 p—1
z
<k> +z
k=1

Au cours de la preuve du théoréme D nous avons aussi montré la proposition suivante :

p

Proposition A. Soient Q, Py, ..., Pr € R[X7, ..., Xy].
On suppose que :
a) Py, ..., Pr vérifient HDF,

T

|| =00

b) [[P(x) ——— +c<.
t=1 xeJN
Soit pu € (T\ {1})V.
Alors pour tout k € NV on a :

Z(Q, Py, ..., Pr,p, —k) = 1 lju)l > 1 1M)Z > {(‘U'j (f)@(—j) Hpt(—j)kt

LeNN JEIIN {0,080}

formule dans laquelle la somme sur £ est en fait une somme finie.
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Chapitre 8

Relations entre les valeurs aux T-uplets
d’entiers négatifs de séries Z

Le but de ce chapitre est de prouver le théoréme E, nous utilisons une méthode de décalage.
Nous procédons en trois étapes :
1) par souci pédagogique nous traitons d’abord le cas trés particulier ou chaque P; est une
forme affine dépendant de toutes les variables.
2) Sous I’hypothése d’hypoellipticité : nous retrouvons de maniére indépendante (et en parti-
culier sans représentation intégrale) le théoréme A, et nous démontrons ensuite le théoréme E.
3) En utilisant le théoréme B et le théoréme E dans le cas hypoelliptique, nous prouvons le
théoréme E dans toute sa généralité.

8.1 Etude d’un cas particulier : le cas des formes affines
dépendant de toutes les variables

Nous allons prouver la proposition suivante, cas particulier du corollaire B.

Proposition 8.1.1. Soient p € (T\ {1})V et P, ..., Pr € R[Xy, ..., Xn].

On suppose que Py, ..., Pr sont des formes affines dépendant de toutes les variables.

On suppose que Vt € {1,....T} ¥x € JN Pi(x) > 0.

On pose Z(w, ) = Z(1, Py, ..., Pr,p,-).

Soita € N¥. Onpose E(a) = {m e NV |m # a+1} = {m e N*V | In € {1,...,N} m, < a,}.

T
On pose : Zy_(p,s) = Z umHPt(m)_st.

meFE(a) t=1
Clairement Z%_, peut s’écrire comme une combinaison linéaire finie de fonctions Z associées
a des formes affines a N — 1 variables et dépendant effectivement de ces N — 1 variables, et de
fonctions puissances.
Pour tout t € {1,...,T} on pose : 6y = P(X + a) — P,(X). 6; € R.
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Alors pour tout k € NT on a la relation suivante :
a a n k a
(1_:‘1‘ )Z(“‘7_k):,u’ Z 6 u Z(“’a _k+u)+ZN—1(”’7_k)
Oo<u<k

Avant de passer a la preuve, faisons tout d’abord une petite remarque :

N
Remarque 8.1.2. Si P(Xy,...,Xyn) =co+ Z cn X, est une forme affine a coefficients réels,

n=1
alors sont équivalents :

i)vx e JY P(x)>0;

i) Vn € {1,.,N} ¢, >0 et co+ > ¢y > 0.

n=1

Preuve :
commengons par fixer oy tel que si oy, ...,00 > 0y, alors Z(1, P, ..., Pr, u, s) converge.

Sioy,..,00 > 09, alors :

Z(,U,,S): Z Hpt

meN*N
=S W] A 26
m>a-+1 t=1
= p? Z HPt m+a) "+ Z3_(s)
meN*N
U € N est fixé.
On dispose de gy: C x C\| — 0o, —1] — C holomorphe et vérifiant :
U
Vs € CVz e C\| —o0,—1] (14 2)° Z( )z + 2V gy (s, 2).

u=0

Vk € N vérifiant £ > U et Vs € C\] — 0o, —1] on a gy(k, z) = 0.

Pour ¢t € {1,...,7} et m € N*V on définit H y,: C — C par :

U
Ht,m,U(St) = Z ( ust) (ﬁupt(m)fut
t

ut=0

Pour tout ¢ € {1,...,T} on pose : §; = P,(X + a) — P,(X), ainsi J; € R,.
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Muni de ces notations, pour tout ¢ € {1,...,7}, on a :

P(m + ) " = [Pi(m) + 8] "
—S¢ [1 + 5tPt(m)_1] —St

)
= P(m)™* [HLm,U(st) + 5tU+1Pt(m)’(U+1)gU (—st, 5tPt(m)’1)]

Pour xy,...,z7,y1,....,yr € R, on a : Ha:t+yt = Z Hxl “y;t, donce :

t=1 €c{0,1}T t=1

T T
H Pt(m + a)—st — Z 6(U+1)e H Hum,U(St)l_EtPt(m)_St_et(U-H)gU <_St> 5tPt(m)_1)6t

t=1 ec{0,1}7 t=1

Pour m € N*V et € € {0,1}” on définit fmpe: CT — C par la formule suivante :

T
§UHDe H Ht,m,U(St)l_etpt(m)_st_q(UH)gU (_St; 5tpt(m)_1)€t

t=1

T

Pour tous m et s on a donc : HB m-+a Z fmu.e(s
t=1 ec{0,1}7
On définit Zy(p, -) par la formule suivante :

Zy(p,s) = Z Z K frn,ve(S)
€c{0,1}7\{0} meN*N

T

Il est facile de voir que Zy (., s) existe et est holomorphe sur {s e CV | Z o >

t=1
(Comme d’habitude on montre la convergence normale sur tout compact...)

Sioy,...,or >0pona:

a Z I-l/m Z fm,U,e(S)_"Z]?f—l(S)

meN*N ec{0,1}T\{0}

donc lorsque oy, ...,00 > 0y :

B> ™ fmuo(s) + 1 Zy(p,s) + Zi 4 (s)

meN*N
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T
Par définition fm, po(s) = HHmm’U(st)Pt(m)*st donc :

t=1

T U
—S$ —(StTUuUt
fm,U,O(S) = H Z ( ) t> 5;Jtpt(m) (sttut)
t=1 ut=0 ¢
T

= 2 H(lft)éfﬂ(m)ww

0<ui,...,us<U t=1
- () e
u

d’ot, pour tout s tel que oy,..,00 > 0y, on a :

T
—s
DTN SRR 5“(u)Ha<m><St+w>
meN+N meN*N uef{0,..,U}T t=1
T
- X o)) T e aemee
uef{0,...,U}7T meN*N
- 6“(_S)Z<u,s+u>
uef{0,...,U}7T u
en combinant les résultats précédents, il vient
u S a
(@.19) S ()7t kwzols) + 2500

on en tire la formule suivante :

G-z =t S (F)zstw

ue{0,..,U}T\{0}
+ ZN_1(s) + 1 Zy(p, s)

On conclut en se souvenant que Zy(p,s) existe et est holomorphe sur
{SGCN | Zat> (U +1)+2N

Le prolongement holomorphe s’obtient par récurrence.

Pour obtenir la relation annoncée dans la proposition, il suffit de faire s = —k dans la formule
établie et de remarquer que Zy(p, —k) = 0 en prenant U > ky, ..., k7.

Ceci termine la preuve.
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8.2 Le cas hypoelliptique

Théoréme 8.1. Soient p € (T\{1})N et Q, P, ..., Pr € R[X, ..., Xn].
On suppose que Py, ..., Pr sont hypoelliptiques et qu’ils ne sont pas tous constants.

Alors Z(Q, P, ..., Pr, w, ) posséde un prolongement holomorphe a CT.
Soita € NV. On pose E(a) = {m € N*N lm#a+1} = {meN" |Ine{l,.,N} m, <a,}.

On pose : Z% _{( Z p™Q(m HPt

mecFE(a)
Clairement Z%_, peut s’écrire comme une combinaison linéaire finie de fonctions Z associées
a des polynémes hypoelliptiques a N — 1 variables et de fonctions puissances.
Pour P € R[X1, ..., Xn]|, on définit AP € R[X}, ..., Xn] par : AP(X) = P(X +a) — P(X).

Alors pour tout k € NT on a la relation suivante :

T
k
(1__lLaLZOQ7FHV.w}%HL%'_k>::H? :E: (u> ( I]:Zx}% }%7'“7P%7“%_4<+_u)

O<u<k

+‘NaZ(A“Q7fﬁV“JF%UL% )+_Z;71(_k)

Remarque 8.2.1. Ces formules permettent un calcul par récurrence, en effet il suffit de choisir
a € NV tel que p* # 1 (prendre par exemple a = e, oun € [[1, N]|.

Preuve :
Commencons par fixer oy tel que si oy, ...,00 > 0¢ alors Z(Q, Py, ..., Pr, p,s) converge.
(64

9]
On fixe aussi € > 0 tel que V¢ € {1,...,7} on ait : Yo € NV \ {0} T(X) <x? (xeJV).
Etape 1 : ou l'on établit une formule notée (*).

Preuve de ’étape 1 :

commencons par adopter une notation :

Py, ..., Pr sont fixés dans toute la preuve, on notera donc Z(Q, p, -) aulieude Z(Q, P, ..., Pr, u, ).
Munis de cette notation pour tout s tel que oy,...,00 > 0g on a :

T
ZQ.u.s)= Y  pmQ(m)][]P(m)~
meN*N t=1
) T
3w m T Rlm) 4 23,0

m>a—+1 t=1

T

= p* ) pu"Q(m H (m+a)™ + Z%_,(s)
meN*N t=1
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U € N est fixé jusqu’a la fin de 'étape.

On dispose de gy: C x C\| — 0o, —1] — C holomorphe et vérifiant :
U
Vs e CVz e C\| —o0,—1] (14 2)° Z( )z + 2V gy (s, 2).
u=0

Vk € N vérifiant k > U et Vz € C\] — 00, —1], gu(k,2) = 0.

Pour t € {1,...,T} et m € N*V_on définit H; 1 : C — C par :

Hymu(se) = i <_5t> Ay (m)" P,(m) "

u
ut=0 t

Pour tout ¢ € {1,...,T} on pose : A; = AP,.

Muni de ces notations, pour tout ¢ € {1,...,7}, on a :
P(m +a)~* = [P(m) + A (m)] ™
= Pt(m)fst |:1 —+ At(m)Pt(m)il} oo
= Pt<m>78t [Ht,m,U(St) + At<m)U+1Pt(m)7(U+1)gU (—St, At(m)Pt(m>7l>:|

T
Pour z1,...,z7,y1,...,yr € R, onaHmt—i—yt = Z Hxl “y;t, donc :

t=1 ec{0,1}7 t=1

T
HP(m+a —st Z HHth St EtA ( )Et(U+1)Pt(m>*8tfﬁt(U+1)gU (_SbAt(m)BOn)—l)q
t=1

ec{0,1}7T t=1

Pour m € N*V et € € {0,1}” on définit fpe: CT — C par la formule suivante :

Jmu.e(s) HHth 50) A (m)UHD p,(m) U g, (—SnAt(m)Pt(m)fl)Et

t=1

T

Pour tous m et s on a donc : HB m+a Z Jmue(s
t=1 ec{0,1}7

On définit Zy(Q, w, -) par la formule suivante :

Zy(Q, p,s) = Z Z pPQ(m + a) finve(s)

€€{0,1}7\{0} meN*N

On verra a l'étape 2 que pour U suffisamment grand Zy(Q, i, -) existe et est holomorphe sur
01, ..,07 > 09, on suppose donc désormais que U est suffisamment grand.

v(@Q ps)= D wmQm+a) > fumuels)

meN*N ec{0,1}7\{0}
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donc :
Z(Q,p,8) = p* Y pmQm+a) fmnuo(s) + 12 Zu(Q, p,s) + Z_,(s)

meN*N

T
Par définition fm, yo(s) = HHhm,U(st)Pt(m)’st donc :

t=1
T U s
fm,U,O(S) = H Z ( . t) At(m)utpt(m)_(St-‘rut)
t=1 uy=0 t

> pmQmta)fmuo(s) = > pmQm+a) (—uS> TT 2(m) Py ()00
Uy =

meN*N meN*N ue{0,..., t=1
L ( ) 2 #mQm+a) ] Ai(m) Py
uef{0,...,U}7T meN+N t=1
> <u)Z<Q(X+a)HAt,u,s+u)
ue{0,...,U}7T t=1
en combinant les résultats précédents, il vient :
Z2(Q,ps) = p* > ( u )Z (Q(X +a) [[Ar s+ 11> + 1 Zy(Q, p1,8) + Z5_4(s)
uefo,...,U}T t=1

on en tire la formule (*) suivante :

W aewzees e Y ()2 (@(X v [t mst u>

uef{0,...,U}T\{0}
+ u*Z(AQ, 1, 8) + Z3_1(s) + 1 Zy(Q, p,s)

Etape 2 : Pour tout a € R, il existe U € N tel que Zy(Q, i, -) existe et soit holomorphe sur
{seC”|Vte{l,. T} oy > —a}.

Preuve de I’étape 2 :
soit a € R.
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Soit K un compact de C” inclus dans {s € C" | vt € {1,...,T} o, > —a}.
*Soit 1 <t <T.

Pi(x)>1 (x € JV) donc 3¢ > 0 tel que Vx € JV Pi(x) > c.

Vx € JVN ¢'Py(x) > 1donc: oy > —a=Vx e JV (¢c'B(x))” > (¢ 'P(x))“.
On en déduit P;(x)% > P(x)™® (x € J¥ s € K), et donc: Py(x)™% < Pi(x)* (x € JVs € K).

Posons p = max{degy P, |1<n<N1<t<T}
On suppose désormais a > 0, alors P;(x)* < xP* (x € JV).
Des inégalités précédentes on déduit : Py(x) ™ < x*** (x € JV s € K).

Soit U € N*,

U u
_ A ¢
Par définition H;pmp(s) = E ( St) <Pt((m)) ) , donc I’hypoellipticité de P; implique que
Ut + (11

ut=0
Himu(s) <1 (me N*N s ¢ K).
At(m)

ott m décrit N*V donc :
»(m)

Il existe un compact de | — 1, +-00[ contenant tous les

g (=50, A(m)P(m) )" < 1 (m € N*V,s € K)

Ay (m)

Fi(m)

De ce qui précéde on déduit que ’'on a unifomément en m € N*N et s € K :
A¢(m)

Et(U+1)
Ht,m,U(S)l—q (m) Pt(m)—Sth (_Sta At(m)Pt(m)—l)et < mpalm—get(U-H)l‘

grace a la formule de Taylor et au choix de € on a : <m " (m e N*Y),

* Par définition

T m et (U+1) .
Fanels) = [T Hemos (5 (%) P(m) " gy (— s, Ay () Py(m) ™)

puisque € # 0, il vient : fmye(s) < m7PAm=<U+DT (m € N*V),
On pose ¢ = max{degy, @ |1 <n < N} (on peut évidemment supposer @ # 0).
On constate Q(m + a) fm pe(s) < m@HTPe—eU+DIL (1 ¢ N*V),
Pour que U convienne, il nous suffit donc d’avoir ¢ + T'pa — (U + 1) < —2.
On adopte donc U € N tel que U > M%H.
Convention :
on adopte une convention, valable jusqu’a la fin de cette preuve. Soit @ € R,. On dira qu’'une
fonction Y est combinaison entiére jusqu’a —a des fonctions Y7, ..., V) ¢’il existe :
* des fonctions Ay, ..., \g: CT' — C entiéres,
* une fonction \: {s € CT |Vt € {1,...,T} 0, > —a} — C holomorphe,
k

telles que Y = A + Z A Y;.

=1
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Une définition et une remarque :
pour u € NT et Q € R[X, ..., Xx], on note &£,(Q) le sous espace vectoriel de R[X7, ..., Xy]

T
engendré par les polynomes de la forme : 9PQ H H of B p, on
t=1 kecF;
* B3 €NV,
* les F, sont des parties finies de N vérifiant |F}| = u,,
*x Vt € [[1,T]] f: est une fonction de F; dans NV \ {0}.
On remarque que &,(Q)) est stable par dérivation.

Commencons la preuve de l'existence du prolongement holomorphe. La preuve se fait par
récurrence sur N :
On constatera que le passage du rang N au rang N — 1 prouve le résultat pour N = 1.
On suppose désormais le résultat au rang N — 1. Soit N > 1.

Etape 3 :

soient @ € R[Xy,..., Xn] et a € R,.

Alors Z(Q, pu,s) est combinaison entiére jusqu'a —a de fonctions du type Z(R, p,s + u) ou
ue NV\ {0} et R € &(Q).

Preuve de I’étape 3 :

on va montrer par récurrence sur d € N que si deg () < d alors le résultat est vrai.
Pour d = 0 c’est clair.

Supposons le résultat vrai pour d > 1.

Soit @ € R[X1, ..., Xn] tel que deg@ < d + 1.

Gréce a I'étape 2, on fixe U tel que Zy(Q, p, -) soit holomorphe sur

{seC’|vte{l,.,T} o > —a}

On va utiliser la formule (*) établie a I'étape 1.
deg AQ < d donc, par hypothése de récurrence Z(AQ), w,s) est combinaison entiére jusqu’a —a
de fonctions du type Z(R, u,s +u) oit u € NV \ {0} et R € £,(AQ).
Clairement &,(AQ) C &.(Q).
Soit u € {0,...,U}T\ {0}.
T
Grace a la formule de Taylor, il est facile de voir que Q(X + a) H A € £,(Q).
t=1
Grace a ’hypothése de récurrence Zy_; posséde un prolongement holomorphe & CT.
Donc la formule (*) établie & I'étape 1 donne le résultat.

Etape 4 : R € &,(Q) et S € EG(R) = 5 € Euiv(Q).

Preuve de ’étape 4 :
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T
S est une combinaison linéaire de termes de la forme 83RH H ofi®) p, on
t=1 keF}
B e NV |F!| = v, fl: F/ — N~ \ {0} sont comme & I'étape 4.
R € &4(Q) donc PR € &4(Q) donc OPR est combinaison linéaire de termes de la forme
T

Ja7Q H H P p, ot v € NV, |F}| = uy, fi: Fy — NV '\ {0} sont comme & I’étape 4.

t=1 keF;
On peut imposer que V¢, t' € {1,....,T} F,NF}, = 0.

Pour conclure il nous suffit de voir que :

T T
UL oQ (H 11 3“’“)1%) [T ] %% P | est dans Eurv(@Q).

t=1 kek} t=1 k;eFt/
Pour t € {1,...,T} on définit g;: F, U F} — NV \ {0} par :
gt(k) = ft(k) sike Ft7
g:(k) = fi(k) si k € F}.

T

Il vient alors que : U = 97Q H H 99 ®) P, Sous cette forme on constate que U € Euiy(Q),
t=1 ke FyLUF]

en effet les F; U F/ sont disjointes deux & deux et V¢ € [[1,T]] |F; U F| = us + vy

Etape 5 :

Soient () € R[X1,..., Xn], a € Ret b € N*.

Alors Z(Q, u,s) est combinaison entiére jusqu'a —a de fonctions du type Z(R, u,s + u) ou
u € NV vérifie [u| > bet R € £,(Q).

Preuve de I’étape 5 :

on procéde par récurrence sur b € N*.

Pour b = 1, cela résulte de 1'étape 3.

L’étape 4 combinée avec le résultat au rang 1 permet de passer de b a b + 1.

Derniére étape : conclusion :

soient @ € R[X}, ..., Xn] et a € R.

On souhaite montrer que Z(Q, w, ) se prolonge holomorphiquement jusqu’a —a.

Soit b € N que 'on va déterminer par la suite.

L’étape 5 permet d’affirmer que Z(Q, p,s) est combinaison entiére jusqu’a —a de fonctions du
type Z(R, pu,s +u) ot u € NV vérifie [u| > bet R € £,(Q).

Soient u € NV vérifiant [u| > b et R € £,(Q).

T
Rs'écrit R=0PQ[] [ 0"™P ot :
t=1 kcF;
* 3 € NV,
* les F; sont des parties finies de N vérifiant |F}| = w,
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xVt € [[1,T]] f: est une fonction de F; dans N \ {0}.

T T
ofi(k) p otk p
Ht:l HkEFt t ( ) | | | | ) t ( )

[T, P Srker, L
T
< H H m~ (m e N*)
t=1 kcF;
T

< Hmfeutl (m e N*N)

t=1
< m™ M (m e NY)
< m—ebl (m c N*N)

Soit K un compact de C” inclus dans {s € C" |Vt € {1,...,T} o, > —a}.

T
Comme & ’étape 2, on a : RHPt(m)_st <m?r (m e NV s € K).
t=1

T
On en déduit 0°Q [ | Pi(m) =+ < m@P= 9t (m e NV s € K).
t=1

On adopte b € N tel que b >

€
Alors Z(R, p,s + u) est holomorphe sur {s € C" | V¢t € {1,...,T} 0, > —a} et on a fini.

Pour obtenir la relation annoncée dans le théoréme, il suffit de faire s = —k dans la formule
(*) établie a I’étape 1 et de remarquer que Zy(Q, i, —k) = 0 en prenant U > ky, ..., kr.

Ceci termine la preuve.

q+ Tpa+2

8.3 Le cas HDF

Soient p € T\ {1} et k € N*V fixés. Soit d € N fixé.
On pose Ry[ X7, ..., Xy] 'ensemble des polyndomes a coefficients réels et de degré au plus d.
Soit D = card{a € N*V | |a| < N}.
Soit ¢: RP? — Ry[Xy,..., Xy| définie par : A = (@)jqj<a — ¢(A) = Z x>

ol<d

C’est un isomorphisme d’espaces vectoriels. s
D’aprés le théoréme B, on sait qu’il existe un polynoéme G' € R[Xy, ..., Xn(p+1)] tel que pour
tout B, Ay, ..., Ap € RP Z(¢(B); d(A1), ..., 6(Ar); wu; —k) = G(B, Ay, ..., Ar).

Il est aussi clair d’aprés le théoréme B que si on se limite & des polynomes de degré au plus
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d avec Py, .., Pr vérifiant HDUF', la relation suivante, que 1’on souhaite établir :

T
k
(1— pHZ(Q; P, ... Prip; —k) =p* ) (u) < QX +o Jar) Pl,.-.,PT;u;—k+U>
t=1

O0<u<k

+ptZ(AQ; Py, ..., Prip; —K) + Z§_,(—k)

est équivalente & une relation du type G1(B, Ay, ..., A7) = Go(B, Ay, ..., Ar) (o0 B = ¢~ 1(Q)
et YVt Ay = ¢7(P,)) avec G1,Go € R[X1, ..., Xn(p+1)] ne dépendant que de k, d et p et corres-
pondant respectivement au membre de droite et & celui de gauche.

I est facile de voir aussi que si A € R*” alors ¢(A) est hypoelliptique non constant.

Le résultat de la section précédente implique alors que pour B € R? | et pour tout Ay, ..., Ay €
R*P, G1(B, A1, ..., Ar) = Go(B, Ay, ..., A7). Comme G; et G sont des polyndmes, alors ceci
implique que G; = Gs.

L’équivalence précédente ainsi que le théoréme E permet alors de conclure.
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Résumé de la theése

Nous étudions des séries zétas multivariables tordues par des nombres complexes de module 1
différents de 1 et associées a des polynémes de plusieurs variables. Nous montrons que pour
une large classe (HDF) de polynémes nos séries se prolongent holomorphiquement a tout 1’es-
pace. La classe HDF contient les polynomes hypoelliptiques et les polyndmes non dégénérés
par rapport a leur polyédre de Newton. Le cadre multivariable est celui adapté a une méthode
totalement nouvelle de calcul de valeurs aux T-uplets d’entiers négatifs utilisant un lemme clé
dit lemme d’échange. On obtient naturellement des formules trés simples. Aprés transformation
de ces formules nous en obtenons d’autres, adaptées a l'interpolation p-adique. Notre travail
introduit donc des méthodes nouvelles permettant de généraliser des travaux de Cassou-Nogués
qu’elle utilisa pour construire les fonctions L. p-adiques des corps de nombres totalement réels.
Barski et Deligne-Ribet ont aussi construit ces fonctions.

Mots clés : séries zétas, fonctions de plusieurs variables complexes, interpolation p-adique,
fonctions zétas des corps de nombres, représentation intégrale.

English title
Values at T-tuples of negative integers of multivariable zetas series associated to polynomials
of severable variables.

English summary

We study multivariable zetas series twisted by complex numbers of modulus one different from
1 and associated to polynomials of severable variables. We show that for a large class (HDF)
of polynomials our series extend holomorphically to the whole space. The HDF class contains
the hypoelliptic polynomials and the polynomials non degenerate with respect to their Newton
polyedron. The multivariable context is the one adapted to a totally new method of calculating
values at T-tuples of negative integers using a key lemma, called the exchange lemma. This
lemma naturally gives simple formulas. After transformation of those formulas we give some
others, adapted to p-adic interpolation. Thus, our work introduces new methods which enable
us to generalize results of Cassou-Nogués that she used to construct the p-adic L-functions of
totally real number fields. Barski and Deligne-Ribet also constructed these functions.
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