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Corrigé du controéle terminal d’arithmétique et de cryptographie

Exercice 1.

1) e 52+ = 52% 51 — (52 5 = 25k 5. D’ou 52+ = 5.25F.
25 =14 3.8 donc 25 =1 [§].
25=1[8] et k € N donc 25 = 1* [8]. Do 25% = 1 [8].
25F =1 [8] donc 5.25% = 5.1 [8]. 521 = 5.25% donc 5?1 =5 [§].

o 3% = (32)" donc 32 = 9k,
9=1+18donc9=1[8.9=1(8 et k € N donc 9% = 1* [8]. D’'ou 9* =1 [§].
9% =1 [8] donc 2.9* = 2.1 [8]. 3%* = 9% donc 2.3%* =2 [g].

o 5%FL =5 [8] et 2.3%% = 2 [8] donc 5%*1 +2.3% =5 + 2 [8]. Dot 5%+ +2.3%* =
521 +2.3% =7 [8] donc (5%F1 +2.3%%) + 1 =741 [8]. D'ou 521 +2.3% 4 1
52k+1 1. 2.3%% 11 =8 [8] et 8 =0 [8] donc 5% +2.3%% + 1 =0 [8].

7 [8].
=8 [8].
o 52+l 4+ 2.3% 41 =0 (8] donc 8 | 521 4 2.32% + 1.

2) e On a vu précédemment que 5**1 =5 [8] donc on a 5.5%**1 = 5.5 [8]. D’ou 5%+2 = 25 [§].
52k+2 = 25 [8] et 25 = 1 [8] (vu précédemment) donc 5%+2 =1 [8].

e On a vu précédemment que 2.3%% = 2 [§] donc on a 3(2.3%) = 3.2 [8]. D’on 2.3%**! =6 [g].

o 5%+2 =1 [8] et 2.3%F! =6 [8] donc 522 +2.32F1 =1 4+ 6 [8]. D'ou 522 4 2.3%+1 =7 [3].
52h+2 4 2.3%+1 = 7 [8] donc (522 +2.3%F1) + 1 =741 [8]. D'ou 522 +2.3%+1 + 1 =8 [g].
52k+2 4 9 32+ 4 1 =8 [8] et 8 = 0 [8] donc 5%+2 +2.3%+1 11 =0 [8].

o 52k+2 4 93%+1l 11 =0 [8] donc 8 | 5%+2 + 2.3%F 4 1.

3) On distingue deux cas.

e On suppose n pair.
n est pair et n € N donc il existe & € N tel que n = 2k.
k € N donc (par 1)) 8 | 521 +2.3% + 1. Dot 8 | 5! +2.3" + 1.

e On suppose n impair.

n est impair et n € N donc il existe k € N tel que n = 2k + 1.
k € N donc (par 2)) 8 | 522 4+ 2.32%+1 1 1. D’ont 8 | 57+ 4+ 2.3 + 1.

Exercice 2.
e Montrons que i) = ii).
On suppose que u et v sont premiers entre eux.
u et v sont premiers entre eux donc, par le théoréme de Bézout, il existe o, 5 € Z tels que au+pv = 1.

au+ fv=1donc au=1—- fv. au =1+ (—f)v donc au =1 [v].

e Montrons que ii) = i).
On suppose qu'il existe a € Z tel que au =1 [v].
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au =1 [v] donc il existe k € Z tel que au =1 + kv.
au =1+ kv donc au — kv = 1. au+ (—k)v = 1 donc u et v sont premiers entre eux.

Exercice 3.

1) e Montrons que Div(a) N Div(3) C Div(aa + b) N Div(ac + 5d).
Soit x € Div(a) N Div(p).
x € Div(a) N Div(p) donc = € Div(«) et x € Div(p).
x € Div(a) donc z | a.
x € Div(8) donc z | B.
x|aetx]|fdonc x|ax+bp. x| aa+ b donc x € Div(aa + Bb).
x| aetx]|fdonc x| ca+df. x| ac+ fd donc x € Div(ac + 8d).
x € Div(aa + 8b) et z € Div(ac + fd) donc x € Div(aa + b) N Div(ac + 5d).

e Montrons que Div(aa + 8b) N Div(ac + fd) C Div(a) N Div().
Soit = € Div(aa + #b) N Div(ac + fd).
x € Div(aa + 5b) N Div(ac + Bd) donc z € Div(aa + b) et x € Div(ac + 5d).
x € Div(aa 4 5b) donc z | aa + fb.
x € Div(ac + fd) donc z | ac + fd.

* = | aa+ Bb donc z | d(aa + pb). Dot x | (ad)a + (bd)f.
x | ac + fd donc x| b(ac+ Bd). D’ou x | (be)a + (bd) 5.
x| (ad)a+ (bd)S et x| (be)a+ (bd)S done x | [(ad)a + (bd) 5] — [(be)a + (bd) 5]
donc z | (ad — be)a. ad — be = 1 done z | & donc = € Div(a).

x x| aa + Bb donc x | ¢(aa + Bb). D’on x | (ac)a + (be)s.
z | ac + fd donc x| a(ac+ Bd). D’ou x | (ac)o + (ad)f.
x| (ac)a+ (ad)f et x | (ac)a + (be)B done x | [(ac)a + (ad)f] — [(ac)a + (be)f]
donc z | (ad — be)B. ad — be = 1 donc z |  donc x € Div(f3).

« x € Div(a) et € Div(f) donc = € Div(a) N Div(5).

e Concluons.
Div(aa+ Bb)NDiv(ac+ Sd) C Div(a)NDiv(B) et Div(a)NDiv(8) C Div(aa+ 8b) NDiv(ac+ Bd)
donc Div(aa + pb) N Div(ac + pd) = Div(a) N Div(p).

2) Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) aa + Bb et ac + Bd sont premiers entre eux ;
ii) @ et § sont premiers entre eux.
En effet, on a les équivalences suivantes :
aa + (b et ac+ fd sont premiers entre eux <= Div(aa + £b) N Div(ac + pd) = {—1,1}
<= Div(a) N Div(p) = {—1,1}

<= « et [ sont premiers entre eux

Exercice 4.

A] 1) a) p est premier et p{x donc p est premier avec z.
p est premier avec x donc x est premier avec p.
x| pq et x est premier avec p donc (lemme de Gauss) z | g.



b) z € Net z | ¢ donc x € Div,(q).
q est premier donc Divy(q) = {1, ¢}.
x € Divy(q) et Divy(q) = {1, ¢} donc x € {1, q}.
x €{l,q} doncz =1ouzxz=ygq.

2) p est premier donc p > 2 donc p # 0.
p | x et p # 0 donc on dispose du quotient de x par p.
L’énoncé note k le quotient de x par p, on a donc x = kp.

a) x =kp et x| pqg donc kp | pq.
pk | pq et p # 0 donc k | q.
r € N, p e N* et k est le quotient de x par p donc k£ € N.
k€ Net k| qdonc k € Div,(q).
q est premier donc Div,(q) = {1, ¢}.
k € Div,(q) et Div,(q) = {1, ¢} donc k € {1, ¢}.
ke {l,q} donc k=1ouk =gq.

b) (k=1ouk=¢q)et x=kpdoncz=1pouz = gpdonc x=pouzx=rpq.

B| e Justifions que {1,p,q,pq} C Div,(pq).
1 eNet 1| pgdonc 1 e Divy(pgq).
p € Net p|pg donc p € Divy(pq).
q € Net g | pg donc q € Divy(pq).
pq € N et pq | pq donc pq € Div (pq).
On en déduit que {1,p,q,pq} C Div,(pq).
e Justifions que Div, (pq) C {1,p, ¢, pq}.
Soit x € Div, (pq).
x € Divy(pq) donc z € N et z | pg. Donc le A| s’applique. On distingue deux cas.

* On suppose p{ .
Par A]1)b),onaxz=1ouxz=gq. Douz € {1,p,q,pq}.

« On suppose p | x.
Par A|2)b), on a z = p ou x = pq. D’on x € {1,p,q,pq}.

e Concluons.
Divi(pg) € {1, p,q,pq} et {1,p,q,pq} C Divy(pg) donc Div. (pq) = {1,p,q,pq}.
Exercice 5.

e On suppose a = 0.

On sait que Z0 = {0}.

On vérifie que pour toute partie A de Z on a {0} + A = A. En particulier, {0} + N = N.

On conlut : Z0+ N = N.
e On suppose a # 0.

* Za+ N C Z est connu.

x Vérifions que Z C Za + N.



Soit b € Z.
a # 0 donc (par division euclidienne) il existe (¢,7) € Z x Z tels que 0 < r < |a|] et b = qa + 7.
reZetr>0doncr e N. qa € Za et r € N donc qa +r € Za+ N. Dot b € Za + N.

* Concluons.
Za+NCZetZ C Za-+ N done Za +N = Z



