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Corrigé du controle terminal d’arithmétique et de cryptographie

Exercice 1.

1) e 1™ solution.
9=4+1x5donc 9=4I[5. Dou 3*> =22 [5].
32 = 22 [5] done (3%)" = (22)" [5]. D'ou 3% = 2% [5].

e 2¢ solution.
x 32 = (32" donc 3% = oF,
9=—142x5donc 9= —1 [5] donc 9* = (—1)* [5].
De ce qui précéde, on déduit que 3% = (—1)* [5].

x 2% = (22)k donc 2%% = 4%,
4=—1+1x5donc4=—1[5] donc 4" = (—1)* [5].
De ce qui précéde, on déduit que 2% = (—1)" [5].

22k
32k

(—1)* [5] donc (—1)* = 2% [5].
(=1)* [5] et (—=1)% = 22% [5] donc 3% = 2% [5].

2) # 307 =392 = (3% donc 3°™ = 272",
27 = —1+4 x 7 donc 27 = —1 [7] donc 27% = (—1)* [7]. D’ou 27* = 1 [7].
27 =1 [7] donc (27%)™ = 1™ [7]. D’ou 27*™ =1 [7].
De ce qui précéde, on déduit que 3°™ = 1 [7].

s 20m — 93x2m _ (23)2m donc 20™ = 8*™,
8=1+1x7donc8=1[7] donc 8™ = 1*" [7]. D’ou 8™ =1 [7].
De ce qui précéde, on déduit que 2°™ =1 [7].

20m 7] donc 1 = 2™ [7].

=1
=1[7] et 1 = 2" [7] donc 3™ = 2°™ [7].

36m

3) e 1 solution.
Grace & 1) on a 32%" = 223" [5]. D’ou 3% = 2% [5]. 3" = 25" [5] donc 5 | 3% — 2%".
Par 2) on a 3% = 2%" [7]. Dot 7 | 3" — 2™,
3x 54 (—2) x7=1donc 5 et 7 sont premiers entre eux.
5] 30" —26n 7] 3% — 25" 5 et 7 sont premiers entre eux donc 5 x 7 | 3" — 20",
D’ou 35 | 35" — 207,

e 2¢ solution.
On a vu que 3% = 27%" et que 2% = 8*".
27 = —8 + 1 x 35 donc 27 = —8 [35]. 27 = —8 [35] donc (27)*" = (— ) [35].
(—8)* = ((—1)8)*" = (—1)*" x 8*". 2n est pair donc (—1)*" = 1. D’ou (—8)*" = 8*".
De ce qui précéde, on déduit que 3" = 2% [35].
35" = 29" [35] donc 35 | 3" — 20",



Exercice 2.

% b | bd et bd | ad + bc donc b | ad + be.
b|ad+beetb]|bedoneb| (ad+ be) —be. Dot b | ad.
b | ad et b est premier avec a donc b | d.

* d | bd et bd | ad + be donc d | ad + be.
d| ad+bc et d|ad donc d | (ad+ bc) — ad. D’ou d | be.

d | cb et d est premier avec ¢ donc d | b.

x b|detd|bdoncb=doub=—d.

Exercice 3.
1) On distingue deux cas.

x On suppose n pair.
n est pair donc n(n + 1) est pair.

x On suppose n impair.
n est impair donc n + 1 est pair donc n(n + 1) est pair.

2) On a 25, =n(n+1).
On distingue deux cas.

*x On suppose n impair.
n est impair donc n + 1 est pair donc 2 | n + 1.
2| n+1et2#0 donc on dispose du quotient de n + 1 par 2, on le note ¢. Ainsi n + 1 = 2gq.
25, = n(n+ 1) donc 25, = 2(gn). 2 # 0 donc S,, = gn.
S, = qn donc n divise S,. De plus, comme n # 0, le quotient de .S,, par n vaut q.
On en déduit que, dans la division euclidienne de S,, par n, le quotient vaut ¢ et reste vaut 0.

x On suppose n pair.
n est pair donc 2 | n.
2| n et 2 # 0 donc on dispose du quotient de n par 2, on le note ¢. Ainsi n = 2q.
2|n,2#0,2€Netn e N donc le quotient de n par 2 est un entier naturel. Ainsi ¢ € N.
n # 0 donc 2q # 0 donc ¢ # 0. g € N et ¢ # 0 donc ¢ > 0. ¢ > 0 donc q < 2¢q. Ainsi ¢ < n.
25, =n(n+1) donc 25,, = 2(¢(n+1)). 2 # 0 donc S, = g(n + 1).
Sn=qn+q, g € Net g <|n| donc, dans la division euclidienne de S,, par n, le quotient vaut ¢
et le reste vaut q.



Exercice 4.

e On constate que (1,1) € S et que (3,3) € S. Donc {(1,1),(3,3)} C S.

e Soit n € N*. On suppose n > 5. Montrons que Z k!'=3 [5].

k=1
4

n25donczn:k!:Zk!+zn:k:!.
k=1 k=5

k=1
Vk>55|k! donc Vk € {5,...,n} 5| k! donc 5 | Zk!. D’ou Zk! =0 [5].
k=5 k=5

4 4 4
D kl=1+2+6+24=33donc » kl=3+6x5 Don Y k=33

k=1 k=1 k=1
4

n 4 n n
Y kl=3[5letY K'=0[5donc > kl+Y kl=3+0[5.Douy kl=3[5]
k=1 k=5 k=1 k=5 k=1

e Soit a € Z. Justifions que a®> =0 [5] ou a? = 1 [5] ou a® = 4 [5].
a=0[Bloua=1[5oua=2[5 oua=3I[5 oua=4[5 donc
a’* = 0? [5] ou a®* = 1% [5] ou a? = 22 [5] ou a® = 3% [5] ou a? = 4? [5] donc
a>=0[5loua®*=1[5loua’=4I[5oua®=9[5 oua®=16 [5].
9=4[5et16=1[5donca’>=0[5oua’=1[5loua’*=4[5loua’=4[5oua?=1[5
donc a®> =0 [5] ou a®> =1 [5] ou a® =4 [5].

e Soient n € N* et a € Z. On suppose Z k! = a®. Justifions que n < 4.

k=1
On suppose, par 'absurde, que n > 5.
n

n =5 donc Zk! = 3 [5]. a*> = 3 [5] donc 3 = a? [5].

k=1
a’ [5l et (a>=01[5 oua®’=11[5oua®=4[5])donc3=0[5ou3=11[5ou3d=4]I[>5.
OBloud3=1[5ou3d=415])et 0<3,0,1,4 <5 donc3=00u3=1ou3=4. Absurde.

3
(3

e Montrons que S C {(1,1),(3,3)}.
Soit (n,a) € S.

n
Alors n € N*, a € N et Zk! =a’
k=1
Grace a ce qui précéde, on a n < 4.
2

Justifions que n # 2. Supposons, par I’absurde, que n = 2. Z k! = 3 donc a? = 3. Contradiction.

k=1
4

Justifions que n # 4. Supposons, par 'absurde, que n = 4. Z k! = 33 donc a® = 33. Contradiction.

k=1
On en déduit que n =1 oun = 3.

Sin =1, alors 1 = a? donc (car a > 0) a = 1, puis (n,a) = (1,1
Sin = 3, alors 9 = a? donc (car a > 0) a = 3, puis (n,a) = (3,3
(n,) = (1,1) ou (n,a) = (3,3) done (n,a) € {(1, 1), (3,3)}.

).
).

e Concluons.

{(1,1),(3,3)} € Set S {(1,1),(3,3)} donc S = {(1,1), (3,3)}.



