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Exercice 1.
1) Justifier que Yu,v € C |u —v| < |u| + |v|.
2) Soient z,y,z € C. On suppose que z +y + z = 0.

3
Montrer que |z —y| + |y — 2| + |z — 2| = 7 (Ja| + |y| + |2]).
Solution.

1) Soient u,v € C.
L’inégalité triangulaire donne |u + (—v)| < |u| + | — v|.
u—v=u+(-v)et|—v|l=]|v| donc [u—v| < |u|+ [v].

2) Par 1) on a o — g+ ly— 2 > (& — 9) — (y - )|
(x—y)—(y—2)=(x+2)—2y.24+y+2=0doncx + 2z = —y. Dot (z —y) — (y — 2) = —3y.
| — 3yl = 3yl = 3[|y|. 3 € Ry donc [3] = 3. Dot | — 3y| = 3|y|.
De ce qui précede, on déduit |x — y| + |y — z| > 3|y].
De méme on a |y — z| + |z — x| > 3|z| et |z — x| + |z — y| > 3|z].
5=yl + Iy — 2| > 3lyl, |y — 2 + |2 — 2l > 3]z et |2 — 2] + |z — y| > 3la| done
(2 =yl + 1y —2) + (ly = 2[ + [z = 2]) + (|2 — 2] + [z = y[) = 3[y| + 32| + 3]|.
Do 2|z — y| + [y — 2| + [z — x]) = 3(|| + |y[ + [2]).
2z —yl+ly =2+ [z —=) _ 30|+ |yl +]2])

2 5 - 2
Dot fr — g1+ by — 2| +1z — o1 > 3 (o] + Iyl + |2,

2 > 0 donc

Exercice 2.

. : . In(3 + cos(n
On définit (uy,)nen, suite réelle, par Vn € N* v, = %
n
La série Z u, est-elle convergente 7
neN*
Solution.

e Vérifions que Vn € N* u,, > 0.

Soit n € N*.

cos(n) > —1 donc 3 4 cos(n) > 3 + (—1). D’ou 3 + cos(n) > 2.
3 + cos(n) > 1 donc In(3 + cos(n)) > 0.

1
In(3 4 cos(n)) >0 et ¥ > 0 donc n(3+—c\/§s(n)) > 0. D’ou u,, > 0.
n
In(4
e Vérifions que Vn € N* u,, < al )
nVv2

Soit n € N*.
cos(n) <1 donc 3+ cos(n) <3+ 1. Dot 3+ cos(n) < 4.
3+ cos(n) < 4, In est une application de R’ dans R qui est croissante, 3 + cos(n) € R et 4 € R% donc
In(3 4 cos(n)) < In(4).

In(3
In(3 + cos(n)) < In(4) et nV2 > 0 donc (3 + cos(n))

nv2

In(4)
nv2

In(4)

.Dou u, < )

<




In( 4)

e Justifions que Z converge.

neN*
2 > 1,4/ est une application de R, dans R qui est strictement Croissante, 2eRet 1 eRy

donc v/2 > /1. D’'oil v2 > 1. v/2 > 1 donc la série de Riemann Z \/ converge.
n
neN*
1 1 In( 4)
Z 7 converge donc Z In(4 n —5 converge; donc Z 7 converge.

neN* neN* neN*
e Concluons.

. In(4) In(4) ;
Vn € N* u, < W, Z\; 7 converge et Vn € N* u,, > 0 donc Z\; u, converge.
neN* neN*

Exercice 3.

Pour tout n € N*, on définit f,,: R — R par Vo € R f,(x) = exp(—n®).

1) Montrer que (f,)nen+ converge simplement et expliciter sa limite simple.
2) (fu)nen+ converge-t-elle uniformément ?

Solution.

1) e x* Montrons que pour tout z € R* on a f,(x) —— 1.

n——+oo
Soit x € R*.
z < 0 donc n®* —— 0 donc —n* —— —0. D’ou —n* —— 0.
n—-+o0o n—-+o00 n—-+00
—n® ——— 0 et exp est continue en 0 donc exp(—n*) —— exp(0). D'ou f,(z) —— 1.
n——+o0o n——+oo n—+00
1

* Justifions que f,(0) —— —.

n—+oo €

1 1
vt € R t* =1 donc Vn € N* £,(0) = exp(—1) donc ¥n € N* £,(0) = = D’ou f,(0) —— —.

n—+oo €

* Montrons que pour tout € R} on a f,(x) —— 0.

n—-4o00
Soit x € RY.
x > 0 donc n* —— +o0 donc —n* — —o0.
n—-+00 n—-+00
—n* —— —o0 et exp(y) — 0 donc exp(—n*) —— 0. D’ou f,,(z) —— 0.
n—-+00 Y—r—00 n—r-+oo n—-+00

e Concluons. )
On définit f: R — R par Vo € R* f(z) =1, f(0) = — et Vo € R} f(x) =0.
e
Pour tout x € R on a f,(z) —+> f(x) donc (f,)nen+ converge simplement vers f.
n—-+0o0

(fn)nen+ converge simplement vers f donc (f,,)nen+ converge simplement et f est sa limite simple.
2) On conserve I'application f définie au 1).

e Montrons que (f,)nen+ ne converge pas uniformément vers f.
x 1" solution.

* Justifions que f n’est pas continue en 0.

On suppose, par I'absurde, que f est continue en 0.

Pour tout n € N*, on note x,, = —.
n

1
f est continue en 0 et x,, —— 0 donc f(x,) —— f(0). D'ou f(z,) —— —.
n—-+oo n—-+o0o n—4+oo €
Vn € N* 2, > 0 donc Vn € N* f(z,,) = 0. Donc f(x,) — 0.
n—-—+0o0



1
Des deux lignes précédentes on déduit — = 0, ce qui est absurde.

* Supposons, par 'absurde, que (f,,)nen+ converge uniformément vers f.
(fn)nen+ converge uniformément vers f et pour tout n € N* f,, est continue donc f est continue.
f est continue donc f est continue en 0. On a obtenu une contradiction.

* 2¢ solution.

Pour tout n € N*, on note y,, = —.
n

Vn € N* y,, > 0 donc Vn € N* f(y,) = 0. D’ou Vn € N* f,(y,) — f(yn) = exp (—n%)
¥n € N* nw = exp (l ln(n)) = exp (ln(n))
n

n

1 1

In(n) —— 0 et exp est continue en 0 donc exp ( n(n)) " exp(0).
n—-+0oo

n n—~+0o00 n

. . o 1 . 1
Des deux lignes précédentes, on déduit que nn — 1. D’out —nn —— —1.
n—-+0o n—-+o0o

1
—nw —— —1 et exp est continue en —1 donc exp (—n%> — exp(—1). D’ou exp <—n%> — —.
n—-4o00 n—4o0o n—+o0o €

1
De ce qui précede, on déduit que f,,(yn) — f(yn) —— —

n—+oo € ’

Jo(Yn) = f(Yn) 0 é et é # 0 donc (fr(yn) — f(Yn))nen+ ne tend pas vers 0.

On en déduit que (f,,)nen+ ne converge pas uniformément vers f.

e Concluons.
(fn)nen+ converge simplement et ne converge pas uniformément vers sa limite simple donc
(fn)nen+ ne converge pas uniformément.

Exercice 4. Les deux questions sont indépendantes 'une de l'autre.
1) Soit (uy)nen une suite réelle. Soit £ € R. On suppose que (u,)? — /.

n—-+o0o

Que peut-on dire de ¢ 7 Justifier.

2) Soit (u,)nen une suite de nombres complexes. On suppose que (u,)? T} 0.
n—-+0oo

Que peut-on dire de (u,)nen ? Justifier.
Solution.

1)Vt e R 2 > 0 donc Vn € N (u,)? > 0.

vneN (u,)? >0, (u,)? —— et 0 —— 0 donc £ > 0.
n——+0o00 n—-+00

2) e Montrons que |u,| — 0.

n—+oo
(un)*> — 0 donc |(u,)?*| — |0]. D’out |u,|* —— 0.
n—+00 n—+o00 n—-+00

VteRt*>0et Vn €N |u,| € R donc Vn € N |u,|* > 0.
|uy)> — 0, Vn € N |u,|?* € Ry, 0 € Ry et /- est une application de R, dans R qui est continue en 0
n—+o00

2 ‘on 2
donc /|uy| m\/@.Dou |t | m@.

Vn € N |u,| > 0 donc Vn € N /|u,|?> = |u,|. On obtient donc |u,| — 0.
n—-+0o0

e Concluons.

[t | — 0 donc u,, — 0.

n—-+400 n—-+40o



Exercice 5. 1

A] Pour tout n € N*, on note z,, =1 — —.
n

1) Soit n € N*. Justifier que Vy €] — o0, 1] (1 —y)* > 1 — ny.
1
2) Soit n € N*. Montrer que (z,)" > 1 — —.
n
3) La suite ((x,)")nen+ est-elle convergente 7 Si oui, préciser sa limite.
4) Pour tout n € N* on définit f,,: [0, 1[— R par Vz € [0,1] f.(x) = 2™
Etudier les convergences simple et uniforme de (fr)nen
B] Soit a € R,. Pour tout n € N*| on définit g,,: [0,a] — R par Vz € [0,a] g,(x) = 2"
Etudier les convergences simple et uniforme de (g, )nen-

A|1) Soit y €] — o0, 1].
y <1donc —y > —1.
—y > —1 donc (inégalité de Bernoulli) (1 + (—y))" > 1+ n(—y). D'ou (1 —y)" > 1 — ny.

1 1 1
2)n21et120doncn2212.D’of1n221.n2216t1>0donc—ZSI.D’OH—QSL
n n
L done par 1) (1) 10t Dot ()7 > 1 2
- onc (par - = —n—. Dot (z,)">1— ~.
n? — P n? - n? n

3) e Soit n € N*,

x Justifions que x,, > 0.
1 1

On a vu au 2) que—2§1. Onadoncl——220,puis:cn20.
n n

* Justifions que z,, < 1.

1 1 1
n>0doncn2>0d0nc—2>0.—ZZOdoncl——le.D’oflxngl.
n n n
* Justifions que (z,)" < 1.

z, <1etz, >0donc (z,)” < 1" D’ou (z,)" < 1.

e Concluons.

1 1
l—1let——>0doncl———1-0.Doul—— —1.
n—-+oo n n—-+oo n mn—-+oco n n—+oo

1 1
YVneN'1—-—-—<(z,)"<1,1————1letl—1donc (z,)" —— 1.

n n mn—4oo n—-+o0o n—-+o0o
((x1)™)nen+ est donc convergente et sa limite est 1.

4) On note v I'application de [0, 1] dans R constante de valeur 0.

e Montrons que (f,)nen+ converge simplement vers v.
Pour tout z € [0, 1] on a 2 —— 0 donc pour tout = € [0, 1] on a f,(x) —— v(z).
n—+o00 n—+00

Pour tout z € [0,1[ on a f,(x) — v(x) donc (fy)nen converge simplement vers v.
n—-—+0oo

e Montrons que (f,)nen+ ne converge pas uniformément vers v.
On a déja vu que Vn € N* z,, € [0, 1].
1 1
Vn e N* — #0doncVn € N*1— — #1. DouVn €Nz, # 1.
n n
On conclut de ce qui précéde que Vn € N* z,, € [0, 1].
Vn € N* fo(x,) — v(z,) = (2,)" donc, par 3), (fn(zn) — v(2n))nen tend vers 1.
(fn(xn) — v(2))nen+ ne tend pas vers 0 donc (f,,)nen+ ne converge pas uniformément vers v.

e Concluons.
(fn)nen+ converge simplement vers v donc (f,,),en+ converge simplement et sa limite simple est v.
(fn)nen+ ne converge pas uniformément vers sa limite simple donc ( f,,),en+ ne converge pas uniformément.



B| On distingue plusieurs cas.

e Casa > 1.
Vn € N* g,(a) = a™.

a > 1 donc ™ ——— 400 donc (a"),en+ n’est pas convergente.
n—-+00

(gn(a))nen+ n'est pas convergente donc (g, )nen+ e converge pas simplement.

e Casa=1.
On définit g: [0,1] — R par Vz € [0,1] g(x) =0 et g(1) = 1.

« Vérifions que (g, )nen+ converge simplement vers g.
Pour tout z € [0, 1] on a 2" —— 0 donc pour tout = € [0,1] on a g,(z) — g(x).

n—-4o0o n—-+o00

Vn € N 1" =1 donc Vn € N* g,(1) = g(1) donc g,(1) —— ¢g(1).

n—r—+oo
Pour tout z € [0, 1] on a g,(x) — g(x) donc (g, )nen+ converge simplement vers g.
n—-—+0o0

« Montrons que (g, )nen+ ne converge pas uniformément vers g.

* 1™ solution.

On voit facilement que g n’est pas continue en 1.

Supposons, par I'absurde, que (g, )nen+ converge uniformément vers g.

(gn)nen+ converge uniformément vers g et pour tout n € N* g,, est continue donc g est continue.
g est continue donc g est continue en 1. Absurde.

* 2¢ solution.

On a déja vu que Vn € N* z,, € [0, 1].

Comme, de plus, Vn € N* z,, # 1, on a Vn € N* g(z,,) = 0.

D'ou Vn € N* g,(x,) — g(z,) = (z,)"

D’aprés Al3) ((x,)")nen+ tend vers 1 donc (g, (z,) — g(2,))nen ne tend pas vers 0.

(gn(zn) — g(x))nen+ ne tend pas vers 0 donc (g, )nen+ ne converge pas uniformément vers g.

* Concluons.
(gn)nen+ converge simplement vers g donc (g, )nen+ converge simplement et sa limite simple est g.
(gn)nen+ ne converge pas uniformément vers sa limite simple donc (g, )nen+ ne converge pas uniformément.

e Casa < 1.
On note v 'application de [0, a] dans R constante de valeur 0.

« Vérifions que Vn € N* Vz € [0,4a] |gn(x) — v(z)| < a™.
Soient n € N* et x € [0, al.

gn(z) —v(z) = 2™ — 0 = 2" donc |g,(x) — v(x)| = |z|™
x >0 donc |z| = x.

x> 0etxz<adoncz™ <a"

De ce qui précéde, on déduit que |g,(z) — v(z)| < a™.

*x Concluons.

az()eta<1donca€[O,l[donca”—+>0.
n—-+0oo

Vn € N* Vo € [0, a] |gn(z) — v(x)| < a” et a” — 0 donc (gy )nen+ converge uniformément vers v.
n—-+00

(gn)nen+ converge uniformément vers v donc (g, )nen+ converge simplement vers v.
(gn)nen+ converge simplement vers v donc (g, )nen+ converge simplement et sa limite simple est v.



Exercice 6.
Pour tout n € N*, on note a,, le n-iéme chiffre aprés la virgule de Pécriture décimale de v/2.
Déterminer ’ensemble des z € C tels que Z a,z" converge.

neN

Solution.

e Soit z € C. On suppose |z| < 1. Montrons que Z a,z" converge.

neN*
Vn € N* 0 < a, <9 donc Vn € N* |a,2"| < 9|z"].

|z| <1 donc Z 2" converge absolument. Z |2"| converge donc Z 9|2"| converge.

neN neN neN
Z 9|2"| converge donc Z 9|2"| converge.
neN neN*
Vn € N* |a,z"| < 92", Z 9|2"| converge et Vn € N* |a,,z"| > 0 donc Z |a,z"| converge.
neN* neN*
Z |a,2"| converge donc Z a,z" converge absolument donc Z a,z" converge.
neN* neN* neN*

e x Justifions que VN € N* I3n > N q,, # 0.
On suppose, par ’absurde, qu’il existe N € N* tel que ¥n > N a,, = 0. Alors v/2 est un nombre décimal.
V2 est décimal donc est rationnel. On a obtenu une contradiction.

x Justifions que (a,)nen+ ne tend pas vers 0.
On suppose, par 'absurde, que (a,),en+ tend vers 0.

1 1
3 > 0 et (ap)nen tend vers 0 donc il existe N € N* tel que ¥n > N |a,, — 0] < 3 D’ou Vn > N a, < 1.
Vn>Na,<letVn>N a, € NdoncVn> N a, =0.

On a donc obtenu une contradiction avec le résultat du paragraphe précédent.

* Soit z € C. On suppose que Z a,z" converge. Montrons que |z| < 1.

neN
E anz" converge donc a,z" — 0. a,2" —— 0 donc |a,2"| — 0. D’ou |a,z"| —— 0
n—-+o0o n—-+0o00 —+00

neN*
Par I'absurde, on suppose |z| > 1.

|z| >1et1>0doncVneN |z|" > 1" D'ou Vn € N |z"] > 1.
Vn € N* |2"| > 1 et Vn € N* |a,| > 0 donc Vn € N* |a,||z"| > |a,|1. D’ou Vn € N* |a,z"| > |ay]|.
Vn € N* |a,| < |a,z"| et |a,z"| — 0 donc a,, — 0. Contradiction.
n—-+0oo
e Concluons.
L’ensemble cherché est {z € C | |z| < 1}, ¢’est donc D(0,1).



