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Corrigé du controle terminal d’analyse 4

Exercice 1.

e Justifions que Vn € NVz € R f,(x) > 0.

Soient n € N et z € R.

2> 0donc 27" > 0. ¥r € R exp(r) > 0 donc exp(—n?z?) > 0.

27" > 0 et exp(—n3z?) > 0 donc 27" exp(—n3z?) > 0. D’ou f,(x) > 0.

1 n
e Montrons que Vn € NVz € R |f,(2)] < (§> :

Soient n € N et x € R.
fn(z) > 0 donc |f.(z)] = ful(z).

n € N donc n > 0 donc n® > 0. Le carré d’un réel est positif ou nul donc 2% > 0.
n3 >0 et 22 > 0 donc n3z? > 0. —n3z? < 0 donc exp(—n3z?) < 1.
27" > 0 et exp(—n?z?) < 1 donc 27" exp(—nz?) < 27" x 1. D’ou f,(z) < 27"

27" = (27" = (%)n donc f,(z) < (%)n

e Montrons que Z fn converge uniformément.
neN
1 < 1 d (1 P 2 /t . ) Z ]- "
= onc (la série géométrique — | converge.
2 ° ! neN 2 °

\" \"
Vn e NVz € R |f,(x)] < (—) et Z <§> converge donc Z fn converge normalement.

2
neN neN
g fn converge normalement donc E fn converge uniformément.
neN neN

e Concluons.
g fn converge uniformément donc E fn converge simplement.

neN neN
g fn converge uniformément et pour tout n € N f,, est continue donc la somme de E fn est continue.
neN neN

Exercice 2.

e Montrons que g fn converge simplement.
neN*

1
« Vérifions que Vn € N* Vo € R | f,(2)] < —.

2
Soient n € N*(et\/_x )6 R. | (\/_ | "
cos(v/nx cos(v/nx
(o) =[] - Loty
n € N* donc n > 0 donc n? > 0.
| cos(v/nx)|

n® > 0 donc [n*| = n* donc |f,(z)| = ——5—.
n

1
n2>0donc—2>0.
n

Vr € R |cos(r)| <1 donc |cos(y/nx)| < 1.
1

1 1 1 -
= > 0 et |cos(y/nx)| <1 donc ﬁ|cos(\/ﬁm)| < 3 X 1. D'ou | fu(2)] < ol

1



x Justifions que pour tout x € R, Z fn(z) converge absolument.

neN*
Soit z € R.
2>1d la série de Ri 1
> onc (la série de Riemann) Z = converge.
1 1 neN*
Vn e N* | f.(2)] < 3 %\; 3 converge et Vn € N* |f,(z)| > 0 donc gN:* | fn(z)| converge.

x Concluons.
Pour tout x € R Z fu(zx) converge absolument donc pour tout z € R Z fu(zx) converge, donc

neN* nEN*
Z fn converge simplement.
neN*
e Montrons que la somme de Z fn est CL.

neN*
1
* Soit n € N*. Remarquons que f, est C? et vérifions que Vz € R |f,,(z)] < =7
n

1 1 1
Ve eR f,(x) = o cos(\/ﬁx) donc Vz € R f,)/(z) = ﬁ\/ﬁ(_ sin(v/nz)) = — sin(yv/nx).
D’oa Vz € R |f,)/ () | sin(v/nz)|.
Soit x € R. )
n>()doncn3/2>0don(:3—/2>0

1 1 1 1.
meves > 0 donc ’W‘ = 5a D’ou |f,)/(x)| = W|sm(\/ﬁm)|

Vr € R |sin(r)] < 1 donc |sin(y/nx)| < 1.

| = 3/2

. L. 1 s 1
—75 = 0 et |sin(y/nz)| <1 donc W|sm(\/ﬁx)| < 7 X 1. Dot | f,)(z)] € —% —7
x Justifions que Z fn' converge uniformément.
neN*
. . 1
3/2 > 1 donc (la série de Riemann) Z 37 converge.
nEN*
Vn e N*Vr e R |f, (7)| < —7 ¢t Z 5 converge donc Z f,' converge normalement.
nGN* neN*

E f.' converge normalement donc E f»' converge uniformément.
neN* neN*

* Concluons.

E fn converge simplement, pour tout n € N* f,, est C! et E f' converge uniformément donc la somme
neN* neN*

de Z fn est CL.

neN*

Exercice 3.
1)a) Définissons v: N* — R par Vn € N* v, = E(y/n) + 1. Vérifions que v convient.
i) Justifions que ¥n € N* v, € N*.

Soit n € N*.
vn € Ry donc E(y/n) € N. E(y/n) € N donc E(y/n) + 1 € N*. D’ou v,, € N*.



ii) Vérifions que v,, —— +o0.
n—-+0o

Ve € R E(x)+1>xdoncVn € N E(y/n)+ 1> +/n.Vn e N* E(/n)+ 1> /n donc Vn € N* v, > \/n.
Vn € N* v, > /n et y/n —— +oo donc v, —— +00.

n—-+00 n—-+00

o e v
iii) Vérifions que — —— 0.

n n—+oo
* Justifions que Vn € N+ "~ >0.
n
Soit n € N*. n € N* doncn>0.vnGN*doncvnzO.an(]etn>OdoncU—"ZO.
n
11
* Justifions que Vn € N* n < —+ —.
n ~ n
Soit n € N*.
v,  E(y/n) N 1

n n n’
1 1
Ve € R E(z) < x donc E(y/n) < y/n. n>0d0nc—>0 Dou—>0
1 1

3

—_

E
E(\/ﬁ)g\/ﬁet—ZOdonc— (vn) < \/_Dou (\/_) 7
n n
E 1 E 1 1 1 1 1
W) L B 11 e 1T

x Concluons. 1 1 ] 1
— ——0et — —— 0donc —= + — —— is — + - —— 0.
T o 0e p—— 0 onc\/ﬁ%—nnﬁﬁO O+O,puls\/ﬁ+nnﬁ+oo 0

n 1 1 n
VnEN*OSv—S——F—,O—M)et——|———>0d0ncv——>0.

n Vnoon n—+o00 Vnoon notoo n n—+oo

b) Par a), il existe v: N* — R vérifiant les trois assertions suivantes :
. .. .oy U
i) Vn € N* v, € N* ii) v, > +oo, iii) — —— 0.

n n—+oo

k1 1
Vn,k € N* |u,| < — +EetVn€N*vn€N*don0Vn€N* |un|<—+—
n o o,
1
v, — +o0o donc — —— 0.
n——+oo Uy n—+00
Up,

1 1 1
——>Oet——>0donc—+——>0+0 pulsv—+——>()
n

n n—+oo Un, n—+400 n Un n—-400 n n—-4o00

v 1 v 1
Vn € N* |u,| < =+ — et 4 + — —— 0 donc u, — 0.
n n n ’Un n—-+4o0o n—-+4oo

2) Soit € > 0.

1
x Justifier qu’il existe K € N* tel que e < g

2
On pose K = F (—> + 1. On vérifie aisément que K convient.
€

« Montrons qu’il existe N € N* tel que VYn > N |u,, — 0| < e.

K 1 1 K

i(EN*dochnEI\ll*\un|<—+E E; donc‘v’neN*|un|§g+§.
— —0donc K— —— K x0,dou — —— 0.
n n—+oo n n—+oo n n—+oco

K K K ¢
—>Oet——)OdoncﬂeXlsteNEN*telque‘v’n>N—E[O——O—I— } DouVn >N — < —.
2 [? TLHJrOO K nK 2’ 2 n 2
Vn>N—< dochn>N——{— < + Doan>N—+ <e.

n K K2 29 2
VnZN|un|§—+§etVnzN—+§§5dochn2N|un|SE.

n n



Exercice 4.
A] g est bornée donc il existe M € R, tel que Vz € [0,1] |g(z)| < M.

BJ1) g est continue en 1 et € > 0 donc il existe o > 0 tel que Vo € [0,1] (|[z—1| < a = |g(z) —g
VieR (z—1| <a<=z€[l-—a,1+a]) et g(1) = 0donc Vz € [0,1] (z € [1—a, 1+a] = |g(z)
On en déduit que Yz € [0,1] N[l —a, 1+ a] |g(z)] <e.

x On suppose que o > 1.

a>ldoncl—a<0.a>0doncl+a>1.Doul0,1] C[l—a,1+al,puis[0,1]N[l—a,1+a]=][0,1].
Vo € [0,1] |g(x)| < e donc 0 convient.

* On suppose que a < 1.

a<ldoncl—a>0.a>0doncl+a>1.a>0doncl—a<1.
l—-a>0,1+a>1letl—a<1ldonc[0,]]N[l—a,1+a]=][1-a,l].
a>0doncl—a<l.l1—acl01]etVre[l—a,l]|g(z) <edoncl— a convient.

)

)| <e).
0] <e).

(1

2) a € [0,1] donc a” —— 0.
n—+o0o

a” —— 0 donc Ma" —— M x 0, d'ou Ma™ —— 0.

n—-+o00o n—-+00 n—-+00o

Ma™ —— 0 et € > 0 donc il existe N € N tel que Vn > N Ma™ € [0 —,0 + ¢].

n—-+o0o

En particulier Vn > N Ma" < e.

3) Soient n > N et x € [0, 1].
z > 0 donc z™ > 0.
z" > 0 donc |z"| = 2" [fu(z)| = |2"g(z)| = [2"[|g(z)|. Do | fu(z)| = z"|g(x)].
x Cas z € [0, al.
r<aetxr>0doncaz” <a" 2" <a" |g(x)] <M, z" >0et|g(x)] >0 donc 2"|g(x)| < a"M.
D'ou |fu(x)] < Ma™ n > N donc Ma" < e. On en déduit que |f,(z)| < e.
x Cas x € [a, 1].
r<letz>0doncz" <1" douz" < 1.
€ [a, 1] donc |g(x)| < e.
" <1, |g(z)| <e 2" >0et |g(x)] >0 donc z"|g(z)| < 1 xe. Dou |fn(z)| < e.

C] Notons v I'application de [0, 1] dans K constante de valeur 0.
Au BJ, on a démontré que Ve > 0 AN € NVn > N Vz € [0,1] |f.(z) — v(x)| < e; donc (fn)nen converge
uniformément vers v.

Exercice 5.

e Montrons que f est C! et que f' = f.

(fn)nen+ converge uniformément vers f donc (f,),en+ converge simplement vers f.

(fn)nen+ converge uniformément vers f donc (f,11)nen+ converge uniformément vers f.

Pour tout n € N*, f, est Ct et £, = fni1.

Pour bien faire comprendre comment on appliquera le théoréme de dérivation, on note g = f.

De ce qui précede, on déduit que (f, )nen+ converge uniformément vers g.

(fa)nen+ converge simplement vers f, pour tout n € N* f,, est C! et (f,')nen+ converge uniformément vers
g donc f est Ctet f'=g¢g. Dou f' = f.

e Concluons.
f: R — R est dérivable et vérifie f’' = f donc il existe a € R tel que f = aexp.



