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Corrigé du controle terminal d’analyse 4

Exercice 1.

Z | fn| converge simplement donc pour tout x € X Z | ful(z) converge.

neN neN

Pour tout x € X Z | ful(z) converge donc pour tout z € X Z | fu(z)| converge.
neN neN

Pour tout x € X Z | fn(z)| converge donc pour tout z € X Z fn(z) converge absolument.
neN neN

Pour tout x € X Z fn(x) converge absolument donc pour tout x € X Z fn(z) converge.
neN neN

Pour tout x € X Z fn(x) converge donc Z fn converge simplement.
neN neN

Exercice 2.

Z fn converge normalement donc il existe une suite réelle (ay,)nen vérifiant Vn € NV € X |f,(2)] < ay,
neN
et telle que Z Q, converge.
neN
Z gn converge normalement donc il existe une suite réelle (3, ),en vérifiant Vn € N Ve € X |g,(z)] < B,
neN
et telle que Z B, converge.
neN
e Vérifions que Vn € NVz € X |(f, + g)(2)| < o + B
Soient n € N et z € X.
(o + 00)(@) = Fal@) + ga(2) €t 1£a(2) + gal@)] < [fal)] + [gal@)] done [(fo+ gu)(@)] < [fal@)] + lga(2)].
|fu(2)| < i et |gn(z)| < Bn done | fu(z)| + [ga(2)] < an + B
De ce qui précede, on déduit |(f, + gn)(2)| < ay + Ba-

e Concluons.

Z o, et Z B,, convergent donc Z(an + B,) converge.
neN neN neN
VYn e NVr € X |[(fu+9n)(x)| < an+ 5, et Z(an+ﬁn) converge donc Z(fn+gn) converge normalement.

neN neN

Exercice 3.

e Montrons que E fn converge simplement.
neN*

1
* Vérifions que Vn € N* Vo € R [f, ()| < —.
n
Soient n € N* et z € R. ‘
| ful2)| = w. n > 0 donc n* > 0. n* > 0 donc |n?| = n*. D’ou |f,(z)] = M.
n n
1
Vy € R [sin(y)| < 1 donc [sin(nz)| < 1. n* > 0 donc i 0.



1

1 , L. 1 -
- >0 et |sin(nz)| < 1 donc ﬁ|sm(n:v)| < ﬁl' D'ou |fu(x)] < vl

* Concluons. .
4 > 1 donc (la série de Riemann) Z 3 converge.

neN*

. 1 1

Vn e N*Vr e R |f,(2)] < - et Z 3 converge donc Z fn converge normalement.
neN* neN*
Z fn converge normalement, donc converge uniformément, donc converge simplement.
neN*
e Montrons que la somme de Z fn est CL.
neN*
1

* Soit n € N*. Remarquons que f, est C' et que Vo € R |f,,/(z )| < 3

Ve e R f,(z) = ni sin(nx) donc f, est C' et Vz € R f,/(z) = x).

4

os(n
Gréace a Yy € R | cos(y)| < 1, on constate facilement que Vo € R ]fn (2)] <

* Justifions que E f" converge uniformément.

neN*
1d la série de Ri !
3 > 1 donc (la série de Riemann) Z 3 converge.
neN*
1 1
Vn e N*Vz e R |f,/(z)] < e et Z 3 converge donc Z fn' converge normalement.
neN* neN*

E f,| converge normalement donc converge uniformément.
neN*

* Concluons.
Z fn converge simplement, pour tout n € N* f, est C! et Z fn' converge uniformément donc
neN* neN*

la. somme de Z fn est O,

neN*

Exercice 4.

1) On définit f: ] —1,400[— R par Vo €] — 1, +o0] f(z) =z — In(1 + z).

[ est dérivable et Vo €] — 1, 4o00[ f'(z) =1 — 1—1—% D’ou Vz €] — 1, +oo| f'(z) = 119&

Vo €] —1,0] f'(x) <0 donc f est décroissante sur | — 1,0]. En particulier Vo €] — 1,0] f(z) > f(0).
Va € [0, +oo[ f'(x) > 0 donc f est croissante sur [0, +oo[. En particulier Va € [0, +oo[ f(x) > f(0)
Vo €] —1,0] f(z) > f(0) et YV € [0, +oo[ f(z) > f(0) donc Vo €] — 1 +oo[ f(z) > f(0)

Vo €] —1,400[ f(z) > f(0) et f(0) =0 donc Va €] — 1, +o00[ f(z) >

Vo €] —1,400] z —In(l +2) > 0 donc Vx €] — 1, +oo[ In(1l + z) < z.

2)VneN*n>0doncVn e N*n¢>0.Vn e N n¢>0doncVn e N*1+n~¢>1.
VneN*"1+n°>1doncVn € N* ln(1+n_e) > 0. D’ou Vn € N* u,, > 0.

1
Gréce au 1) on a Vn € N* ln(1+n76)§n .DouVn e N* o, < —.
ne

1
e > 2 donc e > 1 donc (la série de Riemann) Z — est convergente.
neN*

1 1
Vn € N* u,, < —, Vn € N* u,, > 0 et g — est convergente donc g u, est convergente.
n n
neN* neN*



Exercice 5.

+oo

e Vn eN f,(0) =0 donc Z fn(0) est convergente et Z frx(0) = 0.

neN k=0
e Soit = €]0, 1].
r<ldoncl—z>0donc|l—z|=1—-2.2>0doncl—z <1 Doull—z<1.

+oo
1

|1 — 2| < 1 donc (la série géométrique) neZN(l — x)" est convergente et kzo (1— )" m

+00
D’ou Z(l — ) =—
k=0

+oo +o0o
Z(l — )" est convergente donc Z z(1 — x)" est convergente et Z r(1—z)f =z Z(l — )k
k=0

neN neN k=0
+o0

On en déduit Zac(l —z)fF=1.
k=0

e Pour tout =z € [0,1] Z fn(z) converge donc Z fn converge simplement. On note S sa somme.

neN neN

Vo € 0,1] ka ) donc S(0) =0 et Vz €]0,1] S(z) = 1.
Exercice 6.

: ) ] 1
e Vérifions que Vn € N* Vz € C* [f,(2)] < —.

n
Soient n € N* et z € C*.
2 |

|[fn(2)] =

|z|n3 + 1 a ‘|z|n3—|—1 ‘

z # 0 donc |z| > 0. n > 0 donc n® > 0. |2| > 0 et n* > 0 donc |z|n® > 0.

|z[n® > 0et 1 >0 donc |z[n® +1 > 0 donc ‘]z\n3 + 1‘ = |z|n® + 1. D’ou | f,(2)] = %
zln
1
|z|n® +1 > |z|n® et |2|n® > 0 donc < .
|z|n® +1 = |z|n3
g < o et 2l 2 0 done el ——— <[l 5, ce qui donne |£,(2)] < -
et |z onc |z z ce qui donne |f,(z)] < —.
|z|n?+1 ~ |z|n3 - |z[n3 4+ 1 = " |z|n3’ q n3
1
e Justifions que Vn € N* Vz € C [f,.(2)| < —.
n
Soit n € N*. )
fn(0) = 0 donc | f,(0)] = 0, puis [f,(0)] < 3’
1 . 1 1
|fn(0)] < = et Vz € C* |fu(2)| < 3 donc Vz € C |f,.(2)] < el
e Concluons . )
3 > 1 donc (la série de Riemann) Z e est convergente.
neN*
1 1
Vn € N*Vz € C |fu(2)| < — et Z —; est convergente donc Z fn converge normalement.
n n
neN* neN*



Exercice 7.

1 > 0 et (fn)nen converge uniformément vers f donc il existe n; € N tel que :
Vn>ny Ve e X |fu(z) — f(z)] < 1.
OnadoncVn>n Ve e X —1< f,(z) — f(z) < L

e Montrons i) = ii).

On suppose f majorée.

f étant majorée, il existe M € R tel que Vo € X f(z) < M.

Vérifions que pour tout n > n; f,, est majorée.

Soit n > ny.

n >mny donc Vo € X f,(z) — f(z) <1, puis Vo € X f,(x) <1+ f(x).

Vee X f(x) < MdoncVe € X 1+ f(z) <14 M.

Gréce a ce qui précéde on obtient Vo € X f,(x) < 1+ M ; on en déduit que f, est majorée.

e Montrons ii) = 1i).

On suppose qu’il existe ng € N tel que pour tout n > ng f, est majorée.

On note m = max{ng, n1 }.

m>mny donc Ve € X —1< f,(x) — f(x), puis Vo € X f(z) <1+ fi.(x).

m > ng donc f,, est majorée, donc il existe M € R tel que Vz € X f,,(z) < M.
OnadoncVere X 1+ f,(z) <1+ M.

Grace a ce qui préceéde on obtient Vo € X f(z) < 1+ M ; on en déduit que f est majorée.



