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Corrigé du controéle terminal d’analyse complexe

Exercice 1.

e Soit z € A.
On note x = Re(z) et y = Im(z). Ainsi z =z +iy et Z =2 — iy.
z€ Adonc 2z+1i=7Z+1donc2(z+iy)+i=(x —iy)+ 1. Dot (x — 1) +i(3y + 1) = 0.
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e De ce qui précede, on déduit que A = {1 — %}

Exercice 2.

e On suppose a = 0.
a=0donc Vn > 1 a" =0 donc le rayon de convergence de Z a" p, vaut +o00.
neN
e On suppose a # 0.
Pour tout n € N, on pose a,, = a™. a # 0 donc Vn € N a, # 0.
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* On suppose |a| < 1.
la] €] —1,1] donc |al* = 0.

|alk P 0 et (|a|2”+1)neN est une suite extraite de (|a|*)zen donc |a]*" ™ — 0.
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"+l ——— 0 donc le rayon de convergence de E Qn Py Vaut +00.
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« On suppose |a|] > 1.
la] > 1 donc |a|* P +o00.
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|alk T T et (]a\Q”“)neN est une suite extraite de (|a|*)zen donc |a|*" ™! ——— +o0.
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") —— 400 donc le rayon de convergence de E a,py vaut 0.
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* On suppose |a| = 1.

la] = 1 donc Vn € N |a|*"™ =1 donc [a|*"™ —— 0.
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—— 1 et 1 # 0 donc le rayon de convergence de E Qn Py vaut —.
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e Conclusion.
. 2
Si |a| < 1, alors le rayon de convergence de E a" p, vaut +oo.

neN
. 2
Si |a| > 1, alors le rayon de convergence de Z a”™ p, vaut 0.
neN
Si |a| = 1, alors le rayon de convergence de Z a"Qpn vaut 1.
neN

Exercice 3.
e On suppose que exp(zZ) = exp(—=z).

* 1" maniere.
exp(z) = exp(—=z) donc il existe k € Z tel que Z = —z + k27i.
z 4+ Z = k271 donc 2Re(z) = k27i donc Re(z) = kni. km € R donc ki est imaginaire pur.
Re(z) est réel et imaginaire pur donc Re(z) = 0 donc z est imaginaire pur.

* 2° maniere.
exp(z) = exp(—2z) donc exp(z) exp(Z) = exp(z) exp(—=z) donc exp(z +z) = 1.
z +Z = 2Re(z) donc exp(2Re(z)) = 1. exp(2Re(z)) = 1 et 2Re(z) € R donc 2Re(z) = 0.
2Re(z) = 0 donc Re(z) = 0 donc z est imaginaire pur.

e On suppose z imaginaire pur.
z est imaginaire pur donc Z = —z donc exp(z) = exp(—2z).

e Conclusion.
exp(Z) = exp(—z) si et seulement si z est imaginaire pur.

Exercice 4.
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z = 2"exp < %) R, et F € R donc 2" est le module de z et % est un argument de z.

Exercice 5.

exp(z) = exp(x + iy) = exp(x) exp(iy) = exp(x)(cos(y) + isin(y) = exp(z) cos(y) + iexp(z) sin(y).
exp (exp(a:) cos(y) +iexp(z) sin(y)> = exp (exp(:v) cos(y)) exp (i exp(x) sin(y)> donc

exp(exp(z)) = exp (exp(:v) cos(y)) exp (i exp(x) sin(y)).

x € R donc exp(x) € R.
y € R donc cos(y) € R et sin(y) € R.

exp(z) € R et cos(y) € R donc exp(z) cos(y) € R donc exp (exp(x) Cos(y)> e R,.
exp(z) € R et sin(y) € R donc exp(z) sin(y) € R.

exp(exp(z)) = exp (exp(x) cos(y)) exp (i exp(x) sin(y)), exp (exp(:c) cos(y)) € R, et exp(x)sin(y) € R
donc exp (exp(a:) cos(y)) est le module de exp(exp(z)) et exp(z)sin(y) est un argument de exp(exp(z)).



Exercice 6.

—1)" +oo —1)"
Pour tout z € C, la série Z ((271;! 2*" converge et cos(z) = Z ((271;! 22",
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Pour tout n € N, on note a,, = . Ainsi Vz € C cos(z) = Z anz".
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Le rayon de convergence de Z a,p, vaut +oo donc pour tout z € C la série Z a,z" converge.

neN neN
+oo
On définit f: C — C par Vz € C f(z) = Z a,z". [ est holomorphe.
oo n=0
Vz € C cos(z) = Zanz2" donc Vz € C cos(z) = f(2%).
n=0



