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Corrigé du contrdle terminal d’analyse complexe A

Exercice 1.
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Exercice 2.
e Quelques observations.
On suppose a # 0.
o # 0 donc Vn € N o" #£ 0.
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VneN —; = a2 = 022" donc Vn € N =",
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e On suppose || < 1.

* On suppose a = 0.
Vn € N 2" € N* donc Vn € N 02" = 0 donc le rayon de convergence de Z o' p, vaut 4o0.
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* On suppose a # 0.

2n+1

a#OdochneNa =ao*.

la| < 1 donc o —— 0 donc, par extraction, a®" ——— 0.
k—+o0 n—+00
keN neN
2n+1

—— ——— 0 donc le rayon de convergence de Z o’ p,, vaut 4o0.
o n—-+00
neN neN

e On suppose |a] = 1.

la| =1 donc Vk € N |af* = 1* donc Vk € N [o*| =1 donc Vn € N [o*"| = 1.
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Ainsi le rayon de convergence de E o p, vaut 1.
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e On suppose |a| > 1.
la| > 1 donc |af* T 00 donc |aF| ot donc, par extraction, |o*"| —— +o0.
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e Concluons.
Si |a] < 1, alors le rayon de convergence de Z o' p, vaut +oo.
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Si |a] = 1, alors le rayon de convergence de Z o?"p, vaut 1.
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Si |a] > 1, alors le rayon de convergence de Z o?" p, vaut 0.
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Exercice 3.

exp(0) = 1 et exp(27i) = 1 donc exp(27i) = exp(0).
exp(27i) = exp(0) et 271 # 0 donc expe n'est pas injective.

Exercice 4.

*

Montrons que exps(C*) = C*.
e Justifions que exps(C*) C C*.

Soit v € expg(C*).
v € expe(C*) donc il existe u € C* tel que v = exp(u).
exp(u) # 0 donc v # 0 donc v € C*.

e Montrons que C* C exp(C*).
Soit v € C*.
expe(C) = C* donc v € expe(C) donc il existe u € C tel que v = exp(u).
On distingue deux cas : u # 0 et u = 0.
x On suppose u # 0.
u € C* et v = exp(u) donc v € expe(C*).
x On suppose u = 0.
v = exp(u) = exp(0) = 1 = exp(27i) donc v = exp(27i).
2mi # 0 donc 271 € C*.
271 € C* et v = exp(27i) donc v € expg(C*).

e Concluons.

expe(C*) € C* et C* C expe(C*) done exp(C*) = C*.

Exercice 5.
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n n!

+00 Zk
-2

k=K+1

neN neN
k k
z z
E T converge absolument donc E o converge absolument.
keN k>K+1
2" 2" 2"
? .
E o converge absolument donc g o converge, E 7| converge et I'on a :
k>K+1 k>K+1 k>K+1
+00 k +o00 k
z z
2 aS 2w
k=K+1 k=K+1
Gl I B
x Vk € N H:W |k'| Vk € N k! € N donc Vk € N k! € Ry donc Vk € N |k!] = k.
o L G
De ce qui précéde, on déduit que Vk € N i T
k too k + k
2| z 2|
E = E Z < fnd g
Donc o converge et | S o
k>K+1 k=K+1 k=K+1

K
* Z ‘Z—kk converge donc Z ‘Z| converge et Z Z @ + Z

E>K+1 keN k=0 k=K+1

oo K 1o
exp(|z]) :Z|k;— donc exp(|z|) Z‘k—: Z k_

K Z +o00 Zk Zk +o00 | |k
st -5 55 21|55 s 55 B e -
k=0 k=K+1 k=K+1 k=K+1
K Z K |Z|k
exp(z Zk_ <€XP(|ZD—Z—!-
k=0 k=0

Exercice 6.

L’idée est de chercher g: C — C telle que exp o g convienne.
On définit f: C — C par Vz € C f(2) = exp (—%2’2).

Vérifions que f convient.

e On définit g: C — C par Vz € C g(z) = —%752.

g est polynomiale donc g est holomorphe.

exp est holomorphe, g est holomorphe et g(C) C C donc exp o g est holomorphe.

f =expog donc f est holomorphe.



e Soient z,y € R.
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exp (xy—i—iy 5 ’ )' = exp (Re (xy+iy 5 ’ >) donc |f(x + iy)| = exp(xy).




