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Corrigé du contrdle continu n° 1 d’analyse 4

Exercice 1.

1) Soient x,y € R. Le carré d’un réel est positif ou nul donc (z — y)* > 0.
(x —y)? = 22 — 22y + y* donc 2% + y? — 22y > 0 donc 22 + y? > 2zy.

2) ab(a + b) + be(b + ¢) + ca(c + a) = (a®b + ab?) + (V?c + bc?) + (2a + ca?).
(a@®b + ab?) + (b*c + bc?) + (Pa + ca?) = a(b* + ) + b(a® + ¢*) + ¢(b* + a?).
Par 1) b2 +¢® > 2bc. a > 0 donc a(b? + %) > a(2bc). D’ou a(b? + %) > 2abe.
Par 1) a® + 02 > 2ac. b > 0 donc b(a? + ¢?) > b(2ac). D’ou b(a® + ¢*) > 2abe.
Par 1) v* + a® > 2ba. ¢ > 0 donc ¢(b? + a?) > ¢(2ba). D’ou ¢(b? + a*) > 2abe.
a(b? + ¢*) > 2abe, b(a® + %) > 2abe et c(b* + a*) > 2abc donc :

a(t? + ) + b(a® + ) + ¢(b* + a®) > 2abc + 2abe + 2abc.

De ce qui précede, on déduit que ab(a + b) + be(b+ ¢) + ca(c + a) > 6abe.

Exercice 2.

1) Soit t € R.
Le carré d’un réel est positif ou nul donc ¢* > 0.
*>0et1>0donct*+1>0; dont*+1+#0.

2) e Montrons i) = ii).
On suppose 1).

* Justifions que u est bornée.
u tend vers 0 donc u est convergente donc u est bornée.

* Montrons que v,, — 0.

n——+o0o

*x Justifions que 1+ (u,)? —= 1.
n—-+0o0

u, — 0 et u,, — 0 donc u,, x u, — 0 x 0, c’est a dire (u,)?> — 0.

n— 0o n—-+oo n—-+oo n—-+o00
(u,,)? — 0 donc (u,)* +1 ——— 0+ 1, c’est a dire 1 + (u,)? — 1.
n—+00 n—+o00 n—+00
x Concluons.
un—+>0, 1+ (up)? ——1,¥n € N1+ (u,)?#0 et 1# 0 donc
n—-+0oo TL—> o0
Un,

0
» —. D’ou v,, —— 0.
1+ (Un)2 n—+oo 1 n—+oo
e Montrons ii) = 1i).
On suppose ii).

— 1*¢ solution.
* Justifions que u = v + u?v.
Vn € N u, = (14 (un)?)vn = vn + (Un) 00 = v + (Untn) vy = vy + (utd) 0.
vn € N v, + (u),v, = v, + (u?) v, = v, + (UV?0), = (v + u?0),.
Vn € N u,, = (v+ u*v), donc u = v + u?v.

x Montrons que u?v tend vers 0.
u et u sont bornées donc uu est bornée; d’out u? est bornée.



u? est bornée et v tend vers 0 donc u?v tend vers 0.

* Concluons.
v tend vers 0 et u?v tend vers 0 donc v + u?v tend vers 0 + 0 donc u tend vers 0.

— 2¢ solution.

* Montrons que (u,)*v, — 0.
n——400

u est bornée donc il existe M € R tel que Vn € N |u,,| < M.
* Veérifions que Vn € N |(u,)*v,| < M?|v,|.
Soit n € N.
lu,| < M et |u,| >0 donc |u,|* < M?. Do |u,?| < M2
lu,?| < M? et |v,| > 0 donc |u,?||v,| < M2|v,|, c’est a dire |(u,)?v,| < M?|v,].
* Justifions que M?|v,| — 0.

n—+00o
v, — 0 donc |v,,] — 0], c’est & dire |v,| — 0.
n—-+00 n—-+00
U | — 0 donc M2|vn| —> M? x 0, c’est a dire M?|v,| — 0.

n—-+0oo
* Concluons

Vn € N |(un)?v,| < M?|v,| et M?|v,| = 0 donc (u,)?v, Iy 0.
n—-+0o0o
* Concluons.

v, — 0 et (u,)?v, — 0 donc v, + (uy)?*v, — 0+ 0.
n—-+00 n——+00

V(1 + (un)?) = 0 donc U, — 0.
n—-+00

Exercice 3.

1) Soient n € N et x € R;.
x>0doncx” >0.2">0et 1>0doncz"+1>0.Doux"+1#0.

2) e x Vérifions que pour tout = € [0,1[ on a f,(z) — 1.

n—-+00
Soit = € [0, 1].
z € (0,1 donc 2" —— 0. 2" —— O donc 2" +1 —— 0+ 1,don 2" +1 —— 1.
n—-+oo n—-+oo n—-+00 n—-+00

" +1m1 Vn € N o +17é0et17é0doncx 1 mI d'ou f,(x )ml

: 1
* Justifions que f,(1) i o

1 1

« Vérifions que pour tout z €|1, +oo[ on a f,(x) —— 0.

n—-+4oo
Soit = €]1, +o0].
z > 1 donc 2" —— +00. 2" —— 400 done " +1 — +o00.

n—-+4o0o n—-+o0o n—-+o0o

2" +1 —— +ooet Vn € N 2" +17é0donc —— 0, ce qui donne f,(z) —— 0.
n—+oo —|—1 n—-+oo n—+4oo

e Concluons. )

On définit f: Ry — R par Vo € [0,1] f(z) =1, f(1) = 5 et Vo €]1, 400 f(z) = 0.

Pour tout x € Ry on a f,(z) —+> f(z), donc (fn)nen converge simplement vers f.
n—-+0o0o

On en déduit que (f,,)nen converge simplement et que sa limite simple est f.



Exercice 4.

e Soit = €] — 00, 0[. Montrons que f,(z) —— 1.

n——+o0

« Justifions que E(z) < 0.

E(z) <z et x <0donc E(x) <0.
* Concluons.

E(z) < 0 donc nf® ——— 0.

n—-+4o0o

nf@ 5 0 donc 2rnF® —— 5 270. D’on 27nF®) — (.
n—+o0o n—-+o0o n—-+00

2P — 5 0 et cos est une application de R dans R qui est continue en 0 donc
n—-+00

cos (2mnP®) — cos(0). D’ou f,(x) — 1.

e Soit = € [0, +o0[. Montrons que f,(x) —— 1.

n—-+00
« Justifions que E(x) € N.
0<zet0e€Zdonc E(zx) > 0.
x Justifions que Vn € N f,(z) =
Soitn e N.meNet E(x) e N donc n?@ e N. n#(®) € Z donc cos (2rn”®) = 1. Do f,(z) = 1.
* Concluons.
Vn €N f,(x) =1 donc f,(z) — 1.

n—-+00

( ) € Z et E(x) >0 donc E(z) € N.

e Concluons.

Notons f 'application de R dans R constante de valeur 1.

Pour tout x € R on a f,(z) — f(z) donc (f,,)nen converge simplement et sa limite simple est f.
n—-—+0oo

Exercice 5.

1) Un résultat préliminaire.
Soient z,y € R. Soit r € R. On suppose que |z — y| < r, que || > r et que |y| > 7.
Alors:a) 2 > 0<=y>0,b) 2 <0<y <0.

a) @ Montrons que x > 0 = y > 0.

On suppose que = > 0.

x > 0donc |z| =x. || > r donc x > r. D'ou x —r > 0.
r—y<|lr—ylet|r—y|<rdoncx—y<r. Douy>x—r.
y>x—retax—1r>0doncy>0.

e Montrons que y > 0 = x > 0.

On suppose que y > 0.

y > 0donc |y| =y. |y| >r doncy >r. Dony —r > 0.

ly — x| = |z —y| donc [y —z[ <.
y—x<|ly—zx|et|ly—z|<rdoncy—x<r.Doux>y—r.
r>y—rety—r>0doncx >0.

b) [(=z) = (=)l = |y — = = [ — y[ donc |(=z) = (=y)| <7
| —z| = |z| donc | — x| > r. | —y| = |y| donc | —y| > r.
|(—z) = (—y)| <r,|—z| >ret|—y|>rdonc (para)): —x >0 <= —y > 0. Donx <0<y <0.

2) |u| converge, on note ¢ sa limite.
|ul, — £ et ¥n € N |ul,, = |u,| donc |u,| — ¢.
n—+oo n—+oo



Vn € N |u,| >0, |un|—+>€et0—>0donc€20.
n—-—+0oo

n—-+00
On distingue deux cas.

e On suppose £ = 0.

|u| tend vers 0 donc u tend vers 0. Donc u converge.
e On suppose ¢ # 0.

¢>0etl=#£0doncl>0.

Onnoter:§.€>0et2>0donc§>O.D’of1r>0.

r>0et U1 — Uy —+> 0 donc il existe N7 € N tel que Vn > Ny |(upi1 —uy,) — 0] < 7.
n——+00

Do Vn > Ny |tups1 — up| < 7.
r >0 et |u, — ¢ donc il existe Ny € N tel que Vn > Ny [Ju,| — €] <.
n—-+0o0o

DouVn> Ny b —1 < |u,| < l+7.
Vn > Ny |u,| > € —1ret £ —r=r donc Vn > Ny |u,| >r.
Notons N = max{Ny, No}.
N > Ny done Vn > N |ugeq — up| < 7.
N > Ny donc Vn > N |u,| > .
On distingue deux cas.
* On suppose que uy > 0.
* Montrons, par recurrence que Vn > N wu,, > 0.
On sait déja que uy > 0.
Soit n > N. On suppose que u,, > 0.
n > N donc |uy4q — uy,| < 7.m > N donc |u,| > 7. n > N doncn+ 1> N donc |uy1| > 7.
Donc, par A|, u,+1 > 0.
* Concluons.
Vn > N u, >0 donc Vn > N |u,| = u,.
Vn > N |u|, = u, et |u| tend vers ¢ donc u tend vers £. Donc u converge.
*x On suppose que uy < 0.
* Montrons, par recurrence que ¥n > N u, < 0.
On sait déja que uy < 0.
Soit n > N. On suppose que u,, < 0.
n > N donc |upy1 —uy| < 7.m > N donc |u,| >7.n> N doncn+12> N donc |u,sq| > 7.
Donc, par Al, u,,1 <O0.
* Concluons.
Vn > N u, <0doncVn > N |u,| = —u,.
Vn > N |u|, = (—u), et |u| tend vers ¢ donc —u tend vers £.
—u tend vers ¢ donc —(—u) tend vers —¢ donc u tend vers —¢. Donc u converge.



