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Exercice 1.

∀x ∈ R exp(x) ∈ R∗+ donc ∀n ∈ N exp(un) ∈ R∗+.
exp(un) −−−−→

n→+∞
2, ∀n ∈ N exp(un) ∈ R∗+, 2 ∈ R∗+ et ln est une application de R∗+ dans R qui est continue

en 2 donc ln(exp(un)) −−−−→
n→+∞

ln(2). D’où un −−−−→
n→+∞

ln(2).

Exercice 2.

• Vérifions que 3(a2 + b2 + c2)− (a+ b+ c)2 = (a− b)2 + (b− c)2 + (c− a)2.

3(a2 + b2 + c2)− (a+ b+ c)2 = 3(a2 + b2 + c2)− (a2 + b2 + c2 + 2ab+ 2ac+ 2bc)

= 2a2 + 2b2 + 2c2 − 2ab− 2ac− 2bc

= (a2 + b2 − 2ab) + (b2 + c2 − 2bc) + (c2 + a2 − 2ca)

= (a− b)2 + (b− c)2 + (c− a)2

• Concluons.

∀t ∈ R t2 ≥ 0 donc (a− b)2 ≥ 0, (b− c)2 ≥ 0 et (c− a)2 ≥ 0.
(a− b)2 ≥ 0, (b− c)2 ≥ 0 et (c− a)2 ≥ 0 donc (a− b)2 + (b− c)2 + (c− a)2 ≥ 0.
3(a2 + b2 + c2)− (a+ b+ c)2 ≥ 0 donc 3(a2 + b2 + c2) ≥ (a+ b+ c)2.

Exercice 3.

• Remarquons que (1 + a)− (a+ b) + (b+ c)− c = 1.
• Concluons.
L’inégalité triangulaire donne |(1+ a)+ (−(a+ b))+ (b+ c)+ (−c)| ≤ |1+ a|+ | − (a+ b)|+ |b+ c|+ | − c|.
∀z ∈ C | − z| = |z| donc |1| ≤ |1 + a|+ |a+ b|+ |b+ c|+ |c|. D’où le résultat souhaité.

Exercice 4.

1)a) Soient n ∈ N et x ∈ R∗+.
n ≥ 0 donc n3 ≥ 0. | ln(x)| ≥ 0 et n3 ≥ 0 donc | ln(x)|n3 ≥ 0.
| ln(x)|n3 ≥ 0 et 1 > 0 donc | ln(x)|n3 + 1 > 0. D’où | ln(x)|n3 + 1 6= 0.

b) • ∗ Justifions que fn(1) −−−−→
n→+∞

2.

ln(1) = 0 donc ∀n ∈ N fn(1) = 2, d’où fn(1) −−−−→
n→+∞

2.

∗ Montrons que pour tout x ∈ R∗+ \ {1} on a fn(x) −−−−→
n→+∞

0.

Soit x ∈ R∗+ \ {1}.
x ∈ R∗+ \ {1} donc ln(x) 6= 0. ln(x) 6= 0 donc | ln(x)| > 0.
3 > 0 donc n3 −−−−→

n→+∞
+∞.

| ln(x)| > 0 et n3 −−−−→
n→+∞

+∞ donc | ln(x)|n3 −−−−→
n→+∞

+∞, d’où | ln(x)|n3 + 1 −−−−→
n→+∞

+∞.

| ln(x)|n3 + 1 −−−−→
n→+∞

+∞ et ∀n ∈ N | ln(x)|n3 + 1 6= 0 donc
1

| ln(x)|n3 + 1
−−−−→
n→+∞

0.
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1

| ln(x)|n3 + 1
−−−−→
n→+∞

0 donc 2
1

| ln(x)|n3 + 1
−−−−→
n→+∞

2× 0, d’où fn(x) −−−−→
n→+∞

0.

• Concluons.

On définit f : R∗+ → R par f(1) = 2 et ∀x ∈ R∗+ \ {1} f(x) = 0.
Pour tout x ∈ R∗+ on a fn(x) −−−−→

n→+∞
f(x), donc (fn)n∈N converge simplement vers f .

On en déduit que (fn)n∈N converge simplement et que sa limite simple est f .

2)a) Soient n ∈ N et x ∈ R+.
x ≥ 0 donc xn ≥ 0. xn ≥ 0 et 1 > 0 donc xn + 1 > 0. D’où xn + 1 6= 0.

b) • ∗ Vérifions que pour tout x ∈ [0, 1[ on a fn(x) −−−−→
n→+∞

1.

Soit x ∈ [0, 1[.
x ∈ [0, 1[ donc xn −−−−→

n→+∞
0. xn −−−−→

n→+∞
0 donc xn + 1 −−−−→

n→+∞
0 + 1, d’où xn + 1 −−−−→

n→+∞
1.

xn + 1 −−−−→
n→+∞

1, ∀n ∈ N xn + 1 6= 0 et 1 6= 0 donc
1

xn + 1
−−−−→
n→+∞

1

1
, d’où fn(x) −−−−→

n→+∞
1.

∗ Justifions que fn(1) −−−−→
n→+∞

1

2
.

∀n ∈ N fn(1) =
1

2
donc fn(1) −−−−→

n→+∞

1

2
.

∗ Vérifions que pour tout x ∈]1,+∞[ on a fn(x) −−−−→
n→+∞

0.

Soit x ∈]1,+∞[.
x > 1 donc xn −−−−→

n→+∞
+∞, puis xn + 1 −−−−→

n→+∞
+∞.

xn + 1 −−−−→
n→+∞

+∞ et ∀n ∈ N xn + 1 6= 0 donc
1

xn + 1
−−−−→
n→+∞

0, ce qui donne fn(x) −−−−→
n→+∞

0.

• Concluons.

On définit f : R+ → R par ∀x ∈ [0, 1[ f(x) = 1, f(1) =
1

2
et ∀x ∈]1,+∞[ f(x) = 0.

Pour tout x ∈ R+ on a fn(x) −−−−→
n→+∞

f(x), donc (fn)n∈N converge simplement vers f .

On en déduit que (fn)n∈N converge simplement et que sa limite simple est f .

3) • ∗ Justifions que pour tout x ∈ [0, 1[ on a fn(x) −−−−→
n→+∞

1.

Soit x ∈ [0, 1[.
0 ≤ x < 0 + 1 et 0 ∈ Z donc E(x) = 0. exp(0) = 1 donc ∀n ∈ N fn(x) = 1. D’où fn(x) −−−−→

n→+∞
1.

∗ Justifions que pour tout x ∈ [1,+∞[ on a fn(x) −−−−→
n→+∞

0.

Soit x ∈ [1,+∞[.
1 ≤ x et 1 ∈ Z donc E(x) ≥ 1. E(x) ≥ 1 donc E(x) > 0. E(x) > 0 donc E(x)n −−−−→

n→+∞
+∞.

−E(x)n −−−−→
n→+∞

−∞ et exp(y) −−−−→
y→−∞

0 donc exp(−E(x)n) −−−−→
n→+∞

0. D’où fn(x) −−−−→
n→+∞

0.

• Concluons.

On définit f : R+ → R par ∀x ∈ [0, 1[ f(x) = 1 et ∀x ∈ [1,+∞[ f(x) = 0.
Pour tout x ∈ R+ on a fn(x) −−−−→

n→+∞
f(x), donc (fn)n∈N converge simplement vers f .

On en déduit que (fn)n∈N converge simplement et que sa limite simple est f .
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Exercice 5.

• On suppose que (an)n∈N et (bn)n∈N convergent. Justifions que (un)n∈N converge.

(an)n∈N converge, on note `1 sa limite. (bn)n∈N converge, on note `2 sa limite.
an −−−−→

n→+∞
`1 donc αan −−−−→

n→+∞
α`1. bn −−−−→

n→+∞
`2 donc βbn −−−−→

n→+∞
β`2.

αan −−−−→
n→+∞

α`1 et βbn −−−−→
n→+∞

β`2 donc αan + βbn −−−−→
n→+∞

α`1 + β`2.

un −−−−→
n→+∞

α`1 + β`2 donc (un)n∈N converge.

• On suppose que (un)n∈N converge. On note ` la limite de (un)n∈N.

? Vérifions que ∀n ∈ N un+1 − bun = α(a− b)an.

∀n ∈ N un+1 − bun = (αan+1 + βbn+1)− b(αan + βbn) = α(a− b)an.

? Montrons que (an)n∈N converge.

un −−−−→
n→+∞

` donc un+1 −−−−→
n→+∞

`. un −−−−→
n→+∞

` donc bun −−−−→
n→+∞

b`.
un+1 −−−−→

n→+∞
` et bun −−−−→

n→+∞
b` donc un+1 − bun −−−−→

n→+∞
`− b`.

∀n ∈ N un+1 − bun = α(a− b)an donc α(a− b)an −−−−→
n→+∞

(1− b)`.

a 6= b donc a− b 6= 0. α 6= 0 et a− b 6= 0 donc α(a− b) 6= 0. Donc on dispose de
1

α(a− b)
.

α(a− b)an −−−−→
n→+∞

(1− b)` donc 1

α(a− b)
α(a− b)an −−−−→

n→+∞

1

α(a− b)
(1− b)`.

an −−−−→
n→+∞

(1− b)`
α(a− b)

donc (an)n∈N converge.

? Montrons que (bn)n∈N converge.

∗ 1re preuve.

En procédant comme pour (an)n∈N, on montre que bn −−−−→
n→+∞

(1− a)`
β(b− a)

. Donc (bn)n∈N converge.

∗ 2e preuve.
(an)n∈N converge, on note `′ sa limite. an −−−−→

n→+∞
`′ donc αan −−−−→

n→+∞
α`′.

αan + βbn −−−−→
n→+∞

` et αan −−−−→
n→+∞

α`′ donc (αan + βbn)− αan −−−−→
n→+∞

`− α`′. D’où βbn −−−−→
n→+∞

`− α`′.

β 6= 0 donc on dispose de
1

β
. βbn −−−−→

n→+∞
`− α`′ donc 1

β
βbn −−−−→

n→+∞

1

β
(`− α`′). D’où bn −−−−→

n→+∞

`− α`′

β
.

Donc (bn)n∈N converge.

• Soit z ∈ C. Justifions que : (zn)n∈N converge ⇐⇒ (|z| < 1 ou z = 1).

? Sens =⇒.
On a vu en cours la contraposée.
? Sens ⇐=.
∗ On suppose que |z| < 1. zn −−−−→

n→+∞
0 donc (zn)n∈N converge.

∗ On suppose que z = 1. ∀n ∈ N zn = 1 donc zn −−−−→
n→+∞

1. Donc (zn)n∈N converge.

• Concluons.

Grâce à ce qui précède, (un)n∈N converge ssi
(
(|a| < 1 ou a = 1) et (|b| < 1 ou b = 1)

)
.
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