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Corrigé du contrdle continu n° 1 d’analyse 4

Exercice 1.

Vo € R exp(z) € R* donc Vn € N exp(u,) € R.
exp(uy,) —+> 2, Vn € N exp(u,) € RY, 2 € R et In est une application de R* dans R qui est continue
n——+0o0

en 2 donc In(exp(u,)) — In(2). D’ott u,, — In(2).
n—-+00 n—-+00

Exercice 2.

e Vérifions que 3(a® +b* +¢?) — (a+b+¢)* = (a—b)*+ (b—c)* + (c — a)*.

3(a* +b0*+ ) —(a+b+c) = 3(a*+b+ ) — (a>+ b + & + 2ab + 2ac + 2bc)
2a* + 2b* + 2¢% — 2ab — 2ac — 2be

= (a®+b* —2ab) + (b* + & — 2be) + (¢ + a* — 2ca)
= (a—b’+(b—-0c)+(c—a)

e Concluons.

Vit e Rt*>0donc (a—0)2>0,(b—c)>>0et (c—a)®>0.
(a—b)*>>0,(b—c)*>0et (¢c—a)*>0donc (a—0b)*+ (b—c)*+ (c—a)* > 0.
3a>+b*+c*) —(a+b+c)*>>0donc 3(a®> +0*+c*) > (a+b+c)

Exercice 3.

e Remarquons que (14+a) — (a+b)+ (b+c¢) —c=1.

e Concluons.

L’inégalité triangulaire donne |(1+4a) + (—(a+b)) + (b+c) +(—c)| < [1+a|+| = (a+Db)| +|b+c|+ | —¢].
Vze C|—z =]z donc [1| < [14+a|+ |a+ b + |b+ |+ |c|. D’oi le résultat souhaité.

Exercice 4.

1)a) Soient n € N et z € R%.
n >0 donc n® > 0. |In(z)| > 0 et n® > 0 donc | In(z)|n* > 0.
|In(x)|n® >0 et 1 >0 donc |In(z)|n* +1 > 0. D’ou |In(z)|n® + 1 # 0.

b) e x Justifions que f,(1) — 2.
n—-+0oo

In(1) =0donc Vn € N f,(1) =2, d'ou f,(1) —— 2.

n—-4o00

* Montrons que pour tout € R% \ {1} on a f,(z) — 0.
n—-—+o0

Soit x € R% \ {1}.
x € RY \ {1} donc In(x) # 0. In(z) # 0 donc |In(z)| > 0.

3 > 0 donc n® —— +o0.
n—-+oo

|In(x)| > 0 et n* —— +oo donc |In(z)|n® —— +o0, d’ou | In(z)|n? + 1 —— +o0.
n——+00 n—-+00 n—-+00
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! 0 done 2— 2% 0, d'oit f,(x) —> 0
|In(z)[n? + 1 notoo one |In(z)|n® +1 notoo » GOU T\ T

e Concluons.

On définit f: R% — R par f(1) =2et Vo € R \ {1} f(z) = 0.
Pour tout € R on a f,(x) oy f(x), donc (f,)nen converge simplement vers f.
n—-+0oo

On en déduit que (f,,)nen converge simplement et que sa limite simple est f.

2)a) Soient n € N et x € R;.
x>0doncx” >0.2">0et 1>0doncz"+1>0.Doux"+1%#0.

b) e x Vérifions que pour tout = € [0,1] on a f,(x) — 1.

n—+oo
Soit x € [0, 1].
z € [0,1] donc 2" —— 0. 2" —— O donc 2" +1 —— 0+ 1, dov 2" + 1 —— 1.
n—-+00 n—-+00 n—-+o0o n—-+00
1
xn—|—1m1,Vn€an+17§0€t 17£0dOIlC 1 m}17d701\1fn($) ml
1
Justifi (1 —=.
x Justifions que f,(1) — 3
1 1
Vn €N f,(1) = = donc f,(1) —— —.
2 n—+oo 2

« Vérifions que pour tout x €1, +oo on a f,(x) —+> 0.
n—-+0o0o

Soit = €]1, +o0].

x > 1 donc 2" — 400, puis 2" + 1 — +o00.

n—-+o0o n—-+4o0o

"+ 11— +ocetVne Na” +1# 0 donc —— 0, ce qui donne f,(z) —— 0.
n—+o0 "+ 1 n—o4oo n—+o0

e Concluons.

1
On définit f: Ry — R par Yz € [0,1] f(z) =1, f(1) = 5 et Vo €]1, 400 f(x) = 0.
Pour tout x € Ry on a f,(z) —= f(z), donc (fn)nen converge simplement vers f.
n—-+0oo

On en déduit que (f,)nen converge simplement et que sa limite simple est f.

3) e x Justifions que pour tout x € [0,1[ on a f,(z) —— 1.

n—-+00
Soit x € [0, 1].
0<z<0+1et0€Zdonc E(x) =0. exp(0) =1 donc Vn € N f,(x) =1. D'ou f,(z) —— 1.

n—-+o0o

 Justifions que pour tout = € [1,4+o00] on a f,(z) —— 0.

n—-+o0o
Soit = € [1,400].
1<zetleZdonc E(x) > 1. E(x) > 1 donc E(x) > 0. E(z) > 0 donc E(z)n —— 400.

n—-+00o
—FE(x)n —— —o0 et exp(y) — 0 donc exp(—FE(z)n) — 0. D’ou f,(z) —— 0.
n——+00 Yy—r—00 n——+00 n—-+o0o

e Concluons.

On définit f: Ry — R par Vo € [0,1] f(z) =1 et Vo € [1,+o0] f(z) = 0.
Pour tout x € Ry on a f,(z) = f(z), donc (f)nen converge simplement vers f.
n—-+0oo

On en déduit que (f,)nen converge simplement et que sa limite simple est f.



Exercice 5.
e On suppose que (a"),en et (b™)nen convergent. Justifions que (uy,),en converge.

(a™)nen converge, on note /1 sa limite. (b™),cy converge, on note /5 sa limite.
a" —— (1 donc aa™ — aly. b — {5 donc Gb" —> Bl

nﬁ+oo n—-+4o0o n—-+400o

aa™ — aly et SbO" —> Bl donc aa™ + Sb" —> a€1 + Bls.

n—-+4o00

Uy m aly + Bl donc (un)neN converge.
e On suppose que (U, )pen converge. On note ¢ la limite de (uy,)nen.
* Vérifions que Vn € N w1 — bu, = a(a — b)a™

Vn € N u,y g — bu, = (aa™ + o™ — b(aa™ + Bb™) = a(a — b)a™

* Montrons que (a"),en converge.

u, — ¢ donc u,4 1 — {. u, — ¢ donc bu,, — bl.

n—r—+oo n—r—+oo n—-+00 n—-+oo
Upr1 — L et bu,, — bl donc u,4q — bu, — € — bL.
n—-+00 n—-+00 n—-+oo

Vn € N upy1 — bu, = a(a — b)a™ donc a(a — b)a™ — (1 —0b)e.
n—-—+0o0

1
a#bdonca—b#0.a#0eta—0b+#0donc ala—b) # 0. Donc on dispose de m.
n 1
ala —b)a —= (1 —b)¢ donc aa=D) (a —b)a o ala—1) (1 —0b)e.
1—0b)¢
a" ; ( ) donc (a"),en converge.

n——+oo a(a — b)

* Montrons que (b"),en converge.

* 1 preuve.
(1 —a)l
TL*)+OO/ B(b — &)‘

En procédant comme pour (a"),en, on montre que b" Donc (b™),en converge.

* 2° preuve.
(a™)nen converge, on note ¢’ sa limite. a" —— ¢’ donc aa™ — af'.

n—400o n—-400
aa” 4+ b —— l et aa™ —— ol donc (aa™ + fb") — aa™ —— L — al’. D’ou SO ——— { — ol
n—-+o00 n—-+00 n—-+00 n—-+0o
1 1 1 (—al
B # 0 donc on dispose de 3 Bo" m ¢ — o’ donc Bﬁb" m B(ﬁ —al'). Dou b" n—H—oo\ ﬁa i

Donc (b"),en converge.
e Soit z € C. Justifions que : (z"),en converge <= (|z| < 1ou z =1).

* Sens =.

On a vu en cours la contraposée.

* Sens <.

* On suppose que |z| < 1. 2" m 0 donc (2"),en converge.

*x On suppose que z = 1. Vn € N 2" = 1 donc 2" —+> 1. Donc (2™)nen converge.
n——+00

e Concluons.

Grace a ce qui précede, (uy,)nen converge ssi < (la] <loua=1)et (|| <loub=1) >



