Université de la Réunion. Licence 2°¢ année. Mathématiques. Année 2017/2018.

Corrigé du contrdle continu n° 1 d’analyse 4

Exercice 1.

1) Soient a,b € R.
a’?+v* —2ab = (a —b)%. ¥r € R r? > 0 donc (a — b)? > 0. D’out a® + b? — 2ab > 0.
(a* + b*) — 2ab > 0 donc a® + b* > 2ab.

2) Par 1) on a 222 < 2% + 22 et 2yt < y* +12. D'on 2wz + 2yt < (2® + 22) + (y* + t2).
2+ y? <let22+1><1donc (2®>+ %)+ (22 +1%) <1+ 1. Doun (22 + 22) + (y* + 1?) < 2.
On déduit de ce qui précede que 2zz + 2yt < 2.

1 1
2>Od0nc§>0,puls§ZO.

1 1 1.
3 >0 et 2(xy + 2t) < 2 donc 52(wy+zt) < 52, d'otu zy + 2t < 1.

Exercice 2.
(fn)nen converge simplement donc il existe f: X — K vers laquelle (f,,),en converge simplement.

« Vérifions que pour tout z € X on a (go f,)(z) —— (go f)(x).

n—-+00

Soit € X. (fn)nen converge simplement vers f donc f,(x) —— f(x).

n—+o00
g est continue donc g est continue en f(x).

fo(2) m f(z) et g est continue en f(z) donc g(fn(x)) —— g(f(x)). D’ou (gof,)(z) —— (gof)(x).

n—-+00 n—+0o00
* Concluons.
Pour tout x € X ((g o f)(x))nen converge vers (g o f)(x), donc (g o f,)nen converge simplement vers
gof.
I existe une application de X dans K vers laquelle (g o f,)nen converge simplement donc (g o fy,)nen
converge simplement.

Exercice 3.

e x Vérifions que pour tout z € [0,1] on a f,(z) — 1.

n—+o00
Soit x € [0, 1].
z € [0,1] donc 2" —— 0. 2" —— 0 donc —z" —— —0, d’out —2z" —— 0.
n——+oo n——+oo n——+00 n——+0o00
—a™ —— 0 et exp est continue en 0 donc exp(—z") — exp(0), d'ou f,(z) —— 1.
n——+oo n—-4o00 n——+oo
1
* Justifions que f, (1) —— —.
n—+oo €
1
Vn € N 1" =1 donc Vn € N exp(—1") = exp(—1) don Vn € N f,(1) = —.
e
1 1
Vn €N f,(1) = — donc f,(1) —— —.
e n—+oo €



« Vérifions que pour tout z €]1,4o00[ on a f,(z) —— 0.

n—-+00

Soit x €]1, 4o00].

x > 1 donc 2" — 400, puis —2" —— —o0.
n—-+o0o n—-+o0o

—z" ——— —o0 et exp(y) — 0 donc, par composition des limites, exp(—z") —— 0.
n—+oo Y—>r—00 n—+o00

D’ou fn(a:) m 0.
e Concluons.

1
On définit f: Ry — R par: Vz € [0,1] f(z) =1, f(1) = - et Vo €]1, 400 f(x) =0.
Pour tout z € Ry on a f,(z) — f(z) donc (f,)nen converge simplement vers f.
n—-+0oo

Donc (f,)nen converge simplement et sa limite simple est f.

Exercice 4.

e Justifions que Vn € N* u,, > 0.

Soit n € N*. .
Vk € N* k! > 0 donc Vk € {1,...,n} k!l > 0 donc Y k! > 0.
k=1
- S
> kl'>0et (n+1)! >0 donc 2= K > 0.
(n+1)!
k=1
n—1
e Vérifions que Vn > 2 Z k! <nl.
k=1

Soit n > 2.

n—1

La factorielle est croissante donc Vk € {1,...,n— 1} k! < (n—1)!. Do Z Kl <(n—1)(n—1).

k=1
m—1)!'>0etn—1<ndonc (n—1)(n—1)! <n(n-—1).
De n(n — 1)! = n!, on déduit le résultat voulu.
e Vérifions que Vn € N* u,, < .
n—+1
x Soit n > 2.
n n—1 n—1 n—1 n
n>2donc » k=Y kl+nl Y kl<nldonc) kl+nl<nl+nl Doty kl<2(n).
k=1 k=1 k=1 k=1 =1
1 1 & 1 2
>0d k! < 2(n!). D’ou u,, < .
(n+ 1l = % (n—i—l)!; S oy Dotun < 22
1 2 1 2
U =—-—. —— =1. — <1doncu; < ——.
2 1+1 2 1+1
e Concluons.
Vne N 0<u, < , 0 > 0 et > 0; donc, par pincement, on a u, — 0.
n-+1 n—-+o0o n+1 netoo n—-+oo



Exercice 5.

1) % Vérifions que pour tout n € N on a u, > 0 et u, < T
n

Soit n € N.
v/ - est une application de R, dans R qui est croissante. n> +1 € R, 1 € Ry et n*> +1 > 1 donc

VZ+1>V1.vn2+1>1doncvn2+1+n>1+n. .
vn?2+1l+n>n+letn+1>0doncvn?+1+n>0 Dol ————
N vn?i+1+n

VBT T+ m) (VP F1—n)

vVn2+1+n Odoncx/nZ—{—l—n:( .

7 , vni+1+n

(\/m—kn)(\/m—n) VnZ+1 —n? (n?+1)—n? 1 Dot 1
= = . Dou u,

vnZ4+1+n B \/n2—|—1+n1_ \/n2+11+n_\/n2+1+n Vit l4n
n+14+n>n+1letn+1>0donc < )
\/1n2+1+n n+1

De ce qui précede, on déduit que u,, < ——.
n+1

> 0, puis u, > 0.

* Concluons.

1
VneN0<u, < , 0 >0 et — 0 donc v, —— 0.
n-+1 n——400 n+ n—-+oo n—-+oo

u tend vers 0 donc u est convergente et sa limite est 0.

2) x Vérifions que Vn € N v,, = cos(27mu,).

Soit n € N.

cos(2mu,) = cos(2m(vn? + 1 —n)) = cos(2mrv/n? + 1+ (—n) x 2m).

cos est 2m-périodique et —n € Z donc cos(2myv/n? + 1+ (—n) X 27) = cos(2mv/n? + 1).
D’ott cos(2muy,) = vy.

*x Concluons.

u, — 0 donc 27u,, — 2w x 0.
n—4o0o n—4o0o

27y, —= 0 et cos est une application de R dans R qui est continue en 0 donc cos(2mu,) — cos(0).
n—-+0oo n——+0oo
D’ou v, —+> 1. v tend vers 1 donc v est convergente et sa limite est 1.
n——+0o0

Exercice 6.
On définit u: N — C par Vn € N u,, = a™.
1) Justifions i) = ii).

On suppose que a = 1.
Vm e N1 =1 donc Vn € Na® =1.Vn € N u, = 1 donc u tend vers 1. Donc u est convergente.

2) Montrons ii) = 1).

On suppose ii).

Up+1

— 1.
Un n—4o0o

e Montrons que Vn € N u,, # 0 et que



* Justifions que Vn € N |u,| > 1.

la| > 1 donc Vk € N |a|* > 1. Vk €N |a¥| > 1 donc Vn € N |u,| > 1.
* Justifions que Vn € N u,, # 0.

Vn € N |u,| > 1 donc Vn € N |u,| # 0 donc Vn € N u,, # 0.

Un+1

— 1.
Unp, n—-+4oo

x Justifions que

u est convergente, on note ¢ sa limite.
u, — ¢ donc |u,| — |¢].
n——+00 n—-+0oo

Vn € N Ju,| > 1, |uy,| — || et 1 — 1 donc |¢] > 1. |¢] # 0 donc ¢ # 0.
n—-+0o0 n—-—+0oo

u, — ¢ donc u,, 1 — L.
n—-+oo n—-+oo

Un41 14 . Unt1
— -. D’ou — 1.
Unp, n—-+4oo f Up, n—-+oo

Un i1 n%+oo> l, u, — (,¥n € Nu, #0et {+#0 donc

n—-+

e Concluons.

Un41
Vn e N 2= = ¢! donc a®"*! —— 1.
Up, n—-+4o0o

1 1 . 1
la] > 1 donc a # 0. a®"*' —— 1 donc —a*""! —— ~1 puis ()" —— .
n——4o00 a n—+o00 @ n—+o0o @

On note b = a?. |a] > 1 donc |a|> > 1. D’ou |b] > 1.

On a b" — (b™)nen est convergente et |b| > 1 donc b = 1.
n—+oo @

On propose deux maniéres de terminer.

1 1
* b=1donc Vn e Nb" =1donc 0" —— 1. b" —— — et b —— 1 donc — =1. D'ott a = 1.
n—-+00 n—+oo @ n—r+00 a
*b=1donca®*=1donca=1oua=—1.
Pour tout n € N, n? — n est pair donc ¥n € N (=1)”" = (=1)™.
((=1)")pen est divergente donc ((—1)™)nen est divergente. Or (a”),en est convergente ; donc a # —1.
D’oua = 1.



