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Exercice 1.

1) Soient a, b ∈ R.
a2 + b2 − 2ab = (a− b)2. ∀r ∈ R r2 ≥ 0 donc (a− b)2 ≥ 0. D’où a2 + b2 − 2ab ≥ 0.
(a2 + b2)− 2ab ≥ 0 donc a2 + b2 ≥ 2ab.

2) Par 1) on a 2xz ≤ x2 + z2 et 2yt ≤ y2 + t2. D’où 2xz + 2yt ≤ (x2 + z2) + (y2 + t2).
x2 + y2 ≤ 1 et z2 + t2 ≤ 1 donc (x2 + y2) + (z2 + t2) ≤ 1 + 1. D’où (x2 + z2) + (y2 + t2) ≤ 2.
On déduit de ce qui précède que 2xz + 2yt ≤ 2.

2 > 0 donc
1

2
> 0, puis

1

2
≥ 0.

1

2
≥ 0 et 2(xy + zt) ≤ 2 donc

1

2
2(xy + zt) ≤ 1

2
2, d’où xy + zt ≤ 1.

Exercice 2.

(fn)n∈N converge simplement donc il existe f : X → K vers laquelle (fn)n∈N converge simplement.

∗ Vérifions que pour tout x ∈ X on a (g ◦ fn)(x) −−−−→
n→+∞

(g ◦ f)(x).

Soit x ∈ X. (fn)n∈N converge simplement vers f donc fn(x) −−−−→
n→+∞

f(x).

g est continue donc g est continue en f(x).
fn(x) −−−−→

n→+∞
f(x) et g est continue en f(x) donc g(fn(x)) −−−−→

n→+∞
g(f(x)). D’où (g◦fn)(x) −−−−→

n→+∞
(g◦f)(x).

∗ Concluons.

Pour tout x ∈ X ((g ◦ fn)(x))n∈N converge vers (g ◦ f)(x), donc (g ◦ fn)n∈N converge simplement vers
g ◦ f .
Il existe une application de X dans K vers laquelle (g ◦ fn)n∈N converge simplement donc (g ◦ fn)n∈N
converge simplement.

Exercice 3.

• ∗ Vérifions que pour tout x ∈ [0, 1[ on a fn(x) −−−−→
n→+∞

1.

Soit x ∈ [0, 1[.
x ∈ [0, 1[ donc xn −−−−→

n→+∞
0. xn −−−−→

n→+∞
0 donc −xn −−−−→

n→+∞
−0, d’où −xn −−−−→

n→+∞
0.

−xn −−−−→
n→+∞

0 et exp est continue en 0 donc exp(−xn) −−−−→
n→+∞

exp(0), d’où fn(x) −−−−→
n→+∞

1.

∗ Justifions que fn(1) −−−−→
n→+∞

1

e
.

∀n ∈ N 1n = 1 donc ∀n ∈ N exp(−1n) = exp(−1) d’où ∀n ∈ N fn(1) =
1

e
.

∀n ∈ N fn(1) =
1

e
donc fn(1) −−−−→

n→+∞

1

e
.
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∗ Vérifions que pour tout x ∈]1,+∞[ on a fn(x) −−−−→
n→+∞

0.

Soit x ∈]1,+∞[.
x > 1 donc xn −−−−→

n→+∞
+∞, puis −xn −−−−→

n→+∞
−∞.

−xn −−−−→
n→+∞

−∞ et exp(y) −−−−→
y→−∞

0 donc, par composition des limites, exp(−xn) −−−−→
n→+∞

0.

D’où fn(x) −−−−→
n→+∞

0.

• Concluons.

On définit f : R+ → R par : ∀x ∈ [0, 1[ f(x) = 1, f(1) =
1

e
et ∀x ∈]1,+∞[ f(x) = 0.

Pour tout x ∈ R+ on a fn(x) −−−−→
n→+∞

f(x) donc (fn)n∈N converge simplement vers f .

Donc (fn)n∈N converge simplement et sa limite simple est f .

Exercice 4.

• Justifions que ∀n ∈ N∗ un ≥ 0.

Soit n ∈ N∗.

∀k ∈ N∗ k! ≥ 0 donc ∀k ∈ {1, . . . , n} k! ≥ 0 donc
n∑

k=1

k! ≥ 0.

n∑
k=1

k! ≥ 0 et (n+ 1)! > 0 donc
∑n

k=1 k!

(n+ 1)!
≥ 0.

• Vérifions que ∀n ≥ 2
n−1∑
k=1

k! ≤ n!.

Soit n ≥ 2.

La factorielle est croissante donc ∀k ∈ {1, . . . , n− 1} k! ≤ (n− 1)!. D’où
n−1∑
k=1

k! ≤ (n− 1)(n− 1)!.

(n− 1)! ≥ 0 et n− 1 ≤ n donc (n− 1)(n− 1)! ≤ n(n− 1)!.
De n(n− 1)! = n!, on déduit le résultat voulu.

• Vérifions que ∀n ∈ N∗ un ≤
2

n+ 1
.

∗ Soit n ≥ 2.

n ≥ 2 donc
n∑

k=1

k! =
n−1∑
k=1

k! + n!.
n−1∑
k=1

k! ≤ n! donc
n−1∑
k=1

k! + n! ≤ n! + n!. D’où
n∑

k=1

k! ≤ 2(n!).

1

(n+ 1)!
≥ 0 donc

1

(n+ 1)!

n∑
k=1

k! ≤ 1

(n+ 1)!
2(n!). D’où un ≤

2

n+ 1
.

∗ u1 =
1

2
.

2

1 + 1
= 1.

1

2
≤ 1 donc u1 ≤

2

1 + 1
.

• Concluons.

∀n ∈ N∗ 0 ≤ un ≤
2

n+ 1
, 0 −−−−→

n→+∞
0 et

2

n+ 1
−−−−→
n→+∞

0 ; donc, par pincement, on a un −−−−→
n→+∞

0.
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Exercice 5.

1) ∗ Vérifions que pour tout n ∈ N on a un ≥ 0 et un ≤
1

n+ 1
.

Soit n ∈ N.√
· est une application de R+ dans R qui est croissante. n2 + 1 ∈ R+, 1 ∈ R+ et n2 + 1 ≥ 1 donc√
n2 + 1 ≥

√
1.
√
n2 + 1 ≥ 1 donc

√
n2 + 1 + n ≥ 1 + n.

√
n2 + 1 + n ≥ n+ 1 et n+ 1 > 0 donc

√
n2 + 1 + n > 0. D’où

1√
n2 + 1 + n

> 0, puis un > 0.

√
n2 + 1 + n 6= 0 donc

√
n2 + 1− n =

(
√
n2 + 1 + n)(

√
n2 + 1− n)√

n2 + 1 + n
.

(
√
n2 + 1 + n)(

√
n2 + 1− n)√

n2 + 1 + n
=

√
n2 + 1

2 − n2

√
n2 + 1 + n

=
(n2 + 1)− n2

√
n2 + 1 + n

=
1√

n2 + 1 + n
. D’où un =

1√
n2 + 1 + n

.
√
n2 + 1 + n ≥ n+ 1 et n+ 1 > 0 donc

1√
n2 + 1 + n

≤ 1

n+ 1
.

De ce qui précède, on déduit que un ≤
1

n+ 1
.

∗ Concluons.

∀n ∈ N 0 ≤ un ≤
1

n+ 1
, 0 −−−−→

n→+∞
0 et

1

n+ 1
−−−−→
n→+∞

0 donc un −−−−→
n→+∞

0.
u tend vers 0 donc u est convergente et sa limite est 0.

2) ∗ Vérifions que ∀n ∈ N vn = cos(2πun).

Soit n ∈ N.
cos(2πun) = cos(2π(

√
n2 + 1− n)) = cos(2π

√
n2 + 1 + (−n)× 2π).

cos est 2π-périodique et −n ∈ Z donc cos(2π
√
n2 + 1 + (−n)× 2π) = cos(2π

√
n2 + 1).

D’où cos(2πun) = vn.

∗ Concluons.

un −−−−→
n→+∞

0 donc 2πun −−−−→
n→+∞

2π × 0.

2πun −−−−→
n→+∞

0 et cos est une application de R dans R qui est continue en 0 donc cos(2πun) −−−−→
n→+∞

cos(0).
D’où vn −−−−→

n→+∞
1. v tend vers 1 donc v est convergente et sa limite est 1.

Exercice 6.

On définit u : N→ C par ∀n ∈ N un = an
2 .

1) Justifions i) =⇒ ii).

On suppose que a = 1.
∀m ∈ N 1m = 1 donc ∀n ∈ N an

2
= 1. ∀n ∈ N un = 1 donc u tend vers 1. Donc u est convergente.

2) Montrons ii) =⇒ i).

On suppose ii).

• Montrons que ∀n ∈ N un 6= 0 et que
un+1

un
−−−−→
n→+∞

1.
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∗ Justifions que ∀n ∈ N |un| ≥ 1.

|a| ≥ 1 donc ∀k ∈ N |a|k ≥ 1. ∀k ∈ N
∣∣ak∣∣ ≥ 1 donc ∀n ∈ N |un| ≥ 1.

∗ Justifions que ∀n ∈ N un 6= 0.

∀n ∈ N |un| ≥ 1 donc ∀n ∈ N |un| 6= 0 donc ∀n ∈ N un 6= 0.

∗ Justifions que un+1

un
−−−−→
n→+∞

1.

u est convergente, on note ` sa limite.
un −−−−→

n→+∞
` donc |un| −−−−→

n→+∞
|`|.

∀n ∈ N |un| ≥ 1, |un| −−−−→
n→+∞

|`| et 1 −−−−→
n→+∞

1 donc |`| ≥ 1. |`| 6= 0 donc ` 6= 0.
un −−−−→

n→+∞
` donc un+1 −−−−→

n→+∞
`.

un+1 −−−−→
n→+∞

`, un −−−−→
n→+∞

`, ∀n ∈ N un 6= 0 et ` 6= 0 donc
un+1

un
−−−−→
n→+∞

`

`
. D’où

un+1

un
−−−−→
n→+∞

1.

• Concluons.

∀n ∈ N
un+1

un
= a2n+1 donc a2n+1 −−−−→

n→+∞
1.

|a| ≥ 1 donc a 6= 0. a2n+1 −−−−→
n→+∞

1 donc
1

a
a2n+1 −−−−→

n→+∞

1

a
1 puis (a2)n −−−−→

n→+∞

1

a
.

On note b = a2. |a| ≥ 1 donc |a|2 ≥ 1. D’où |b| ≥ 1.

On a bn −−−−→
n→+∞

1

a
. (bn)n∈N est convergente et |b| ≥ 1 donc b = 1.

On propose deux manières de terminer.

∗ b = 1 donc ∀n ∈ N bn = 1 donc bn −−−−→
n→+∞

1. bn −−−−→
n→+∞

1

a
et bn −−−−→

n→+∞
1 donc

1

a
= 1. D’où a = 1.

∗ b = 1 donc a2 = 1 donc a = 1 ou a = −1.
Pour tout n ∈ N, n2 − n est pair donc ∀n ∈ N (−1)n2

= (−1)n.
((−1)n)n∈N est divergente donc ((−1)n2

)n∈N est divergente. Or (an2
)n∈N est convergente ; donc a 6= −1.

D’où a = 1.
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