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Corrigé du contrdle continu No 1 d’analyse 4

Exercice 1.

1) Le carré d’un réel est positif ou nul donc (a — b)* > 0.
(a —b)* = a® + b* — 2ab donc a® + b* — 2ab > 0. (a*® + b*) — 2ab > 0 donc a? + b* > 2ab.

T < 1
rt+y? T 2zy

2) * Montrons que

Grace a 1) on a (22)? 4+ y? > 222y, c’est a dire 2t + y? > 22%y.

2,2, z,y > 0 donc 2zxy > 0, c’est a dire 222y > 0.

1
Y+ y? > 222y et 227y > 0 d < :
Yy = 27y et 2xy Oan4+y2_2x2y

LI LIPS | s'6erit aussi b <
et x onc x : cecl s’écrit aussi < )
xt+y? T 222y - xt+y? T 222y xt+y? T 2xy

* Concluons.

T 1 R Y 1
On a vu que < . De méme on a < .
rt 4+ y? T 2y yt+ 22 T 2ux
T 1 Y 1 x Y 1 1 T Y 1
< et < donc + < + ; d’ot + < —.
xt+y? T 2y yt+a? T 2uyx H xr+y? yt4a? T 2y 2yx ux4+y2 yr+ a2 T oay

Exercice 2.

e x Justifions que f,(2) — e
n—-+0o0

1 1 1
Vn €N f,(2) = exp <ln(n|2 Gy 1) = exp (m) = exp (m) =exp(l) =e.
Vn €N f,(2) = e donc f,(2) —— e.

n—-+4o0o

* Justifions que pour tout z € R\ {2}, on a f,(x) — 1.
n—-+0o0

Soit z € R\ {2}.
x # 2 donc x — 2 # 0 donc |z — 2| > 0 donc |x—2|n—+>+oodonc |z —2|n+1 —— +o0.
n—-—+0oo

n—+o00
In(y) —— 400, |[xt —2[n+1 —— +oo et Vn € N n|r — 2|+ 1 € RY donc In(n|z — 2|+ 1) —— +o0.
Yy—+00 n—+00 n—-+o00o
yeRi
In(n|z — 2| +1) —— +oo donc In(n|z — 2| + 1) + 1 —— +o0.
n—-+0o0o n—-+oo
1

1n(n|x—2|—|—1)+1—+>+ooetVn€N In(n|z — 2|+ 1) + 1 # 0 donc
n—-—+0o0

1

In(njz — 2|+ 1)+ 1 notoo
On a donc f,(z) —— 1.

n——+oo

» 0
In(njz — 2|+ 1)+ 1 notoo
1 (0)
> ex .
e —2[+ 1) +1) note P

> 0 et exp est continue en 0 donc exp (

e Concluons.

On définit f: R — R de la maniére suivante : f(2) = e et Vo € R\ {2} f(z) = 1.
Pour tout z € R on a f,(z) = f(z), donc (fn)nen converge simplement vers f.
n——+00

(fn)nen converge simplement vers f donc (f,)nen converge simplement et sa limite simple est f.



Exercice 3.

e x Justifions que f,(0) —— 1.

n—-+o0o
Wn e N £,(0) 2 2 2 1 VneN £,(0) = 1 done fu(0) — > 1
n n(0) = = = =1.Vn »(0) =1 donc f, :
exp(—n0) +1 exp(0)+1 1+1 n—+00
 Justifions que pour tout z € R* on a f,(z) — 0.
n—-+0oo
Soit x € R*.
x < 0 donc —z > 0 donc (—z)n = +o0.
n—-+0oo

(—x)n —— 400 et exp(y) —— +oo donc exp(—nzr) — +o00. D’ou exp(—nz) + 1 ——— +o0.

n—-+oo Yy—+o0 n—-+00 n—+00

yeR
1

Vn € N exp(—nz) + 1 # 0 et exp(—nz) + 1 ot donc exp(—nz) 11 7ot 0

1 1

0 donc 2 2 x 0, dou f,(x) —— 0.
exp(—nx) + 1 n—+oo exp(—nx) + 1 n—+oo n—s+oo
* Justifions que pour tout x € R on a f,(r) —— 2.
n—+00
Soit x € R%.
x>0 donc —z < 0 donc (—z)n oo
n—-+0oo

exp(y) — 0 et —nz ——— —oo donc exp(—nz) —— 0.

y—>—Roo n—-+o00o n——+0o

ye
exp(—nz) — 0 donc exp(—nz) +1 —— 0+ 1, puis exp(—nz) + 1 —— 1.
n—s+00 n—+o00 Nn—+00
1 1

Vn € N exp(—nz) + 1 # 0, exp(—nz) + 1 — 1L et 1+# 0 donc oxp(ont) 11 i 1

1 1

1 donc 2 »2x 1, dou f,(x) —— 2.

exp(—nx) + 1 n—+oo exp(—nz) + 1 n—+oo n—s+00

e Concluons.

On définit f: R — R de la maniére suivante : f(0) =1, Vo € R* f(z) =0et Vo € R f(z) = 2.
Pour tout z € R on a f,(z) — f(z), donc (fn)nen converge simplement vers f.
n—-+00

(fn)nen converge simplement vers f donc (f,),en converge simplement et f est sa limite simple.

Exercice 4.

T

Pour tout n € N on définit f,: R — R par Vo € R f,(x) = 1
n

x Justifions que pour tout n € N, f,, est bijective.

Soit n € N.
fn est une application de R dans R qui est linéaire et qui n’est pas nulle, donc elle est bijective.

« Justifions que (f,)nen converge simplement et constatons que sa limite simple est constante.
On définit v: R — R par Vo € R v(z) = 0. On vérifie que (f,)nen converge simplement vers v.

(fn)nen converge simplement vers v donc (f,,)nen converge simplement et sa limite simple est v.
De plus v est bien constante.



Exercice 5.

n

[Ja+aw) -1

k=0
e Vérifions P(1), c’est a dire que Va,y € C |[(1 4+ 2)(1+y) — 1| < (1 + |z|)(1 + |y|) — 1.

Pour tout n € N on note P(n) l'assertion suivante : Vay, ..., a, € C

< ﬁ(1+ lag|) — 1.

k=0

Soient z,y € C.
(I+2)1+y) -1 =|1+y+z+ay) — 1=y +z+ayl < |yl + 2|+ |zy| = |y| + 2] + [2]|y].
[yl + |z| + |zl|y] = (1 + |y + |=| + |z[|y]) — 1T = (1 + [2])(1 + [y]) — 1.

e Concluons en faisant une récurrence.

« Vérifions P(0).

Soit ag € C.
0 0 0
TT0+a) - 1' = |(1+ap) = 1| = lao| = (1 + Jao)) = 1 = [ (1 + Jarl) = 1 < JJ (1 + Jax]) — 1.
k=0 k=0 k=0
% Soit n € N. On suppose P(n).
n+1 n+1
Montrons P(n + 1), c’est a dire Vag, ..., a,41 € C H(l +ap)— 1| < H(l + |ag]) — 1.
k=0 k=0

Soient ag, ..., a,.1 € C.
n

On note x = H(l + a;) — 1. Par hypothése de récurrence, on a |z| < H(l + |ag|) — 1.

o k=0 § k=0
H(l +ag)— 1] = [H(l + ak)] (14 any1) — 1‘ =|1+2)(1+ans)— 1]
k=0 k=0

On a vu ci-dessus que [(1 +z)(1 + apy1) — 1| < (1 + |2])(1 + |ansa]) — 1.

Lt Jo| < T+ fanl) et 1+ Jansa] = 0 done (1+ J2]) (L + Jansa]) < | T J (L + Jal)

(1 + |an+1|)7
k=0 k=0
n+1
dott (1+ |2])(1+ |ana]) =1 < T+ Jaul) — 1.
k=0
n+1 n+1
De ce qui précede, on déduit que H(l +ap) — 1| < H(l + |ag]) — 1.
k=0 k=0

Exercice 6.

1
e Montrons que Vn € N* u,, <1+ —.
n

Soit n € N*. . .
x Vérifions que Vk € N — < —.

n?+k n
Soit K € N. k> 0 donc n® + k >n?+40, dou n® + k > n.

n’*+k e Ry, n® € Ry, n® +k >n?et ,/ est une application de Ry dans R qui est croissante donc

1 1

vn2+k>+vn2 n>0donc vn2=n,douvn2+k>nn>0donc ——— < —.
vVn24+k n

x Concluons. .

1 1 1 1 1
Vke{0,....n} ——<— —. Uy, < (n+1)— donc u, <1+ —.

u 1
donc — <
V2t k T on kzzox/n2+ Tim T n T oon



e Montrons que Vn € N* u,, > 1.

Soit n € N*. . )

« Vérifions que Vk € {0,...,n} Ve < N

Soit k € {0,...,n}. k <ndoncn® +k<n’+n n*+hkcR,n*+necRy, n*+k<n*+net / est
une application de R, dans R qui est croissante donc vn2 + k < vn2 4+ n.

n2+k>0donc vn2+k>0 vVn2+n>vVn2+ketvn2+k>0donc
x Concluons.

VEk € {0,...,n}

1
< .
vn2+n~ Vn2+k

onc Y ——— —
Vni+n T Vn?+k —n?+n T =P+ k

1 n+1
vn2+n

On en déduit que (n+ 1) <u,. D’ou u, >

vn2+n
n+1 n+1 \/n+12 vn+1 \/n+1>1d n+1 -
— = = ) one —— .
vn24+n  y/nn+1) nvn+1 Vn vnooT vn?4+n
On déduit de ce qui précede que u, > 1.

e Concluons.

1 1
VvneN"1<wu,<1+—,1—1etl+— —— 1 donc, par pincement, u, — 1.
n n——4o00 n n—4oo n—-4o00

Donc u est convergente.



