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Corrigé du contréle continu n° 2 d’analyse 4

Exercice 1.

1
e Vérifions que Vn € N* Vo e R | f,,(z)| < —.
n
Soient n € N* et x € R. |
‘fn(x)‘ _ ‘Sln(nl') — |SII|1(T|L:L‘)| n>0 donce |n| —n. Doi fn(x) _ |Sln(n$)|'

n n —n

1
Vy € R |sin(y)| < 1 donc |sin(nx)| < 1. Par ailleurs, n > 0 donc — > 0.
n

1 1 1 1
— >0 et |sin(nz)| < 1 donc —|sin(nx)| < =1, dou |f.(z)| < —.
n n n n

e Concluons.

Notons v I'application R dans R constante de valeur 0.

Gréce a ce qui précéde on a Vn € N* Vo € R |f,(z) — 0] <

S|

1 1
Vn e N*Vr € R |fo(x) —v(z)| < — et — = 0 donc (fy)nen+ converge uniformément vers v.
n n n—+oo

(fn)nen+ converge uniformément vers v donc (f,),en+ converge simplement vers v.

Exercice 2.

Il a été traité dans les compléments de cours.

Exercice 3.

1) e Justifions que pour tout z € R on a f,(z) —— 0.

n—+o0o

Soit x € R.
n —— 400 donc 22 +n — +00.

n—+00 n—+o0o
Vn € N* 22 +n > 0 donc Vn € N* 22 +n # 0.

1

Vn € N* 22 4 n # 0 et 2> + n —— +oo donc — 0.

] ] n——+o0 T4+ n n—+oo

> 0 donc »2.0; d’ou f,(z) —— 0.

T2 +n no+oo 2 +n no+oo n——+00

e Concluons.

Jusqu’a la fin du corrigé de cet exercice, notons v 'application R, dans R constante de valeur 0.
Pour tout z € Ry on a f,(z) —— v(x) donc (f,)nen+ converge simplement vers v.
n—-+o0o

(fn)nen+ converge simplement vers v donc (f,),en+ converge simplement et v est sa limite simple.

2)  Soit n € N*. Etudions les variations de f,,.

1.(2* +n) — x.(27) , n — x?
.DouVz e R, f, = —0.
(2% + n)? ouvr R @) = Gy

[ est dérivable et Vo € Ry f,/(z) =

.DoaVn e N*Vz e R |f,(z) —v(z)] <

S |-



n >0 donc Vr € Ry ﬁ/(m)z% DouVz € Ry f,/(z) = (\/ﬁ—x)(;éz_—tf)?

Vntw
——0 = 0.

x2 4 n)?

On remarque que y/n € [0, 4o00[, que Va € [0,y/n] v/n—x > 0 et que Va € [/n,4+o0[ /n —x < 0.
Des remarques précédentes, on déduit que Vo € [0, /7] fn’( ) = 0 et que Vx € [\/n,+o0| f, n/(x) < 0.
Vo € [0,v/n] f,'(x) = 0 donc f, est croissante sur [0, \/n].
Vo € [\/n, +oo[ fu'(z) <0 donc f, est décroissante sur [/n, +00.

On remarque que Vx € R,

e Montrons que pour tout n € N* on a Yz € Ry f,(z) < fn.(v/n).

Soit n € N*.

V€ [0,4/n] x < y/n et f, est croissante sur [0, /n] donc Vz € [0, /n] fu(z) < fu(v/n).
Vo € [\/n, oo x = y/n et f, est décroissante sur [/n, +oo[ donc Vo € [/n, +o0] fn(x) < fu(v/n).
On en déduit que Vz € [0, +oo[ fn(x) < fu(3v/n).

e Concluons.

1
Veérifi Vne N*" Ve e R, |fu.(z) — < —F=.
« Vérifions que Vn € r e Ry |fu(z) —v(x) NG

Soient n € N* et x € R,.
22> 0et 22 +n > 0 donc 5 > 0. D'ou f,(z) > 0.
x

[ful) = v(@)] = |fal@) = 0] = ful@)]. fn(ﬂfl) > 0 donc | f(x)] S fu(). Dlow [ fo(2) — v(2)] = ful2).
On a vu que fn(x) < fn(ﬁ) fn(\/_> 2\/— donc fn( ) m

De ce qui précede on déduit |f,(x) — v(z)| <

1
2\/n’
« Justifions que (f,,)nen+ converge uniformément vers v.

L—>0doncli—> Odou— 0.

\/ﬁ n—+o00 2\/5 n—+oo 2 2\/ﬁ n—>+oo
Vn e N* Ve € Ry |fu(z) —v(z)| < 2\/ﬁ et 2\/5 —

> 0 donc (fy,)nen+ converge uniformément vers v.

Exercice 4.

e Justifions que pour tout z €] —1,1[ on a f,(x) —— 1.

n—-+00
Soit x €] — 1, 1].
€| —1, 1[donc |z| < 1 donc 2" —+>O
n—-+0oo
™ ——— 0 et cos est continue en 0 donc cos(z™) —— cos(0), d’ou f,(z) —— 1.
n——+0oo n—-+00 n——+0oo

e Justifions que f,(1) — cos(1).
n—-+0oo

Vn € N 1" =1 donc Vn € N cos(1") = cos(1). Vn € N f,(1) = cos(1) donc f,,(1) — cos(1).

n—-+o0o

e Justifions que (f,)nen converge simplement.

Jusqu’a la fin de la correction de cet exercice, notons f I’application de | — 1, 1] dans R définie par :

Ve €]l —1,1] f(z) =1 et f(1) = cos(1).



Pour tout z €] — 1,1] on a f,(x) — f(x), donc (f,)nen converge simplement vers f.
n——+0oo

(fn)nen converge simplement vers f donc (f,,)nen converge simplement et sa limite simple est f.
e Justifions que (f,)nen ne converge pas uniformément.
x Justifions que f n’est pas continue en 1.

Supposons, par ’absurde, que f est continue en 1.
Pour tout n € N*, notons z, =1 — —.
n
On remarque que x, — 1 et que ¥n € N* z,, € [0, 1].
n——+00

Vn € N* z,, € [0, 1] donc Vn € N* z,, €] — 1, 1].
Vn € N* z,, € [0, 1] donc Vn € N* z,, €] — 1, 1] donc Vn € N* f(z,) = 1. D'ou f(x,) — L.
n—-+0oo
Vn e N* z, €] —1,1], 1 €] — 1,1], f est une application de | — 1,1] dans R qui est continue en 1 donc
f(@n) P f(@).
flan) ——— f(1) et f(z) ——1donc f(1) = 1.

e
cos(l) =1et 1 €[0,27] donc 1 = 0. Absurde.

* Concluons.

Supposons, par l'absurde, que (f,,)nen converge uniformément vers f.

Alors, puisque, pour tout n € N f,, est continue en 1, f est continue en 1. Absurde.

(fn)nen ne converge pas uniformément vers f donc (f,,)nen ne converge pas uniformément vers sa limite
simple, donc ( f,)nen ne converge pas uniformément.

Exercice 5.

1) * Vérifions que pour tout = € [0,1] on a f,(z) —— ¢(0).

n——+0o0o
Soit = € [0, 1].
1
— — 0 donc z— — x x 0. D’ouz—>0.
g n—400 n 'r;j—)—l—oo n n—+oo
— —+> 0,Vn € N* = €[0,1], 0 € [0,1] et g est une application de [0, 1] dans K qui est continue en 0
n mn—+oo n

donc g (%) 4 g(0). Dot fo(x) — g(0).

n—+o0o n—-+o0o

* Concluons.

Jusqu’a la fin de la correction de cet exercice, on note f Papplication de [0,1] dans K constante de
valeur ¢(0).
Pour tout z € [0,1] on a f,(x) — f(z), donc (f)nen+ converge simplement vers f.

n—-—+0o0o

(fn)nen+ converge simplement vers f donc (f,,)nen+ converge simplement et sa limite simple est f.

2) Montrons, en utilisant la définition de "converger uniformément vers", que (f,,)nen+ converge
uniformément vers f.

Soit € > 0.

e > 0 et g est continue en 0 donc il existe o > 0 tel que Vt € [0,1] (|t — 0] < a = |g(t) — 9(0)| < €).

Vt € [0,1] |[t| =t et Vt € [0,1] (Jt| < a=|g(t) —g(0)| <€) donc Vt € [0,1] (t < a = |g(t) — g(0)] < e).

1 1 1
a>Oet——+>Od0ncilexisteN€N*telqueVn}N ‘——0'<a. DouVn> N — < a.
n n—+oo n n



Vérifions que Vn > N Vx € [0,1] | f.(z) — f(z)| < e.
Soient n > N et z € [0, 1].

1 1 1 1
n>Ndonec — <o <1, — aetx}O,—>O,doncx><—<1><oz;d’of1£<a.
v n nx n n n
—€[0,1] et — < a donc ‘ (—) ‘ e. Dou |fu(x) — f(z)| <e.

n n n

Exercice 6.

Al1) On définit u: Ry — R par Vt € Ry u(t) =t — sin(t).

u est dérivable et Vt € Ry u/(t) = 1 — cos(t).

Vr € R cos(r) < 1 doncVr € R1—cos(r) >0.VteR, u/(t) >0 donc u est croissante.
u est croissante donc V¢ > 0 u(t) > u(0). D’ou Vt € Ry ¢ —sin(t) > 0.

2) e 1™ solution.

On définit v: Ry — R par Vt € Ry u(t) =t + sin(t).

v est dérivable et Vt € Ry v'(t) = 1 4 cos(?).

Vr € R cos(r) > —1 donc Vr € R 1+ cos(r) > 0. Vt € Ry v/(t) > 0 donc v est croissante.
v est croissante donc V¢ > 0 v(t) > v(0). D’ou Vt € Ry t 4 sin(t) > 0.

e 2¢ solution.

Vi€ [0,7] t >0 et Vit € [0,7] sin(t) > 0 donc Vt € [0, 7] t + sin(t) > 0.

Vi € [1,+o00[ t = 1 et Vt € [1,400] sin(t) > —1 donc V¢ € [1,+o0[ ¢ + sin(t) > 0.

7 > 1 donc de ce qui précede, on déduit V¢ € [0, +oo] t + sin(t) > 0.

3) Soit ¢ € R,.
De 1) on déduit que sin(t) < t. De 2) on déduit que sin(t) > —t.
—t < sin(t) et sin(t) <t donc |sin(t)| < t.

1

B|1) e Vérifions que Vn € N* Vo € RY |f,(x)| <
Cela provient de Vr € R |sin(r)| < 1.

e Vérifions que pour tout € R on a f,(x) —— 0.
n——+oo

Soit x € RY.

Vn e N* | f(x)] < ! ! 0 donc f,(x) —— 0.

et
\/_’I’L \/ETL n——+oo n—+oo

e Concluons.
Jusqu’a la fin de la correction de cet exercice, on note v I'application de R dans R constante

de valeur 0.
Pour tout € R* on a f,(x) — v(x) donc (fy)nen+ converge simplement vers v.
n—-+0oo

(fn)nen+ converge simplement vers v donc (f,),en+ converge simplement et sa limite simple est v.
2) e Vérifions que Vn € N* Vz € R}, |f,(z)] < .

Cela provient du Al3).

e Vérifions que Vn € N* Vo € RY |f,(z)| <

Bl

* 1 solution.



Soit n € N*.

1 1
* < — z <
Vo € RY |fu(2)] < iz donc Vz € [n,—i-oo[ | fu(2)]

Vo € RY | fo(z)] < fdoncvxe} } | fa(2)] <

/
Bl

De ce qui précede, on déduit Vo €]0, +o00[ |fn(2)] <

£ 5

* 2¢ solution.

Soit n € N*.
Vo € RL |fu(z)] <

et Vr € R, | fu(2)] < v/ done ¥ € R, | fu(a)]|fu(@)] < \—1Ff

\/_ 1
D’ou Vo € RY |fu(z)| < —= N

e Concluons.

1
Vn € N* Vo € R |fu(z) —v(z)| < % % — 0 donc (fy)nen+ converge uniformément vers

v. Donc (f,)nen+ converge uniformément.



