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Corrigé du contrdle continu No 2 d’analyse 4

Exercice 1.

e Justifions i) = ii).
On suppose 1).
(fn)nen converge uniformément vers v donc (f,),en converge simplement vers v.
(fn)nen converge simplement vers v donc pour tout x € [a, 00| on a f,(z) — v(x).
n—-+0oo
a € la,+oo[ donc f,(a) —— v(a), d'ou f,(a) — 0.
n—-+00 n——+00
e Montrons ii) = 1i).
On suppose ii).

« Vérifions que Vn € NV € [a, +00| | f(z) — v(x)| < fula).

Soient n € N et x € [a, +00].

|fo(@) —v(@)] = [fu(z) — O] = [fu(2)]. fulz) =0 donc [fy(z)| = fu(z). Dot |fu(2) — v(2)] = fal).
xr > a et f, est décroissante donc f,(x) < f.(a).

On obtient donc |f,(z) — v(z)| < fu(a).

« Concluons.
Vn € NV € [a,+00| | fu(x) — v(z)| < fo(a) et fr(a) — 0 dc (f,)nen converge uniformément vers v.

n—-+0o0o

Exercice 2.

2
n3(4 + sin(n))

e Justifions que Vn € N* u,, > 0 et que Vn € N*

Soit n € N*.

n € N* donc n > 0 donc n® > 0.

Vo € R sin(x) > —1 donc sin(n) > —1. sin(n) > —1 donc 4 +sin(n) > 4 + (—1), puis 4 + sin(n) > 3.
n® >0 et 4+ sin(n) > 3 donc n® x (4 + sin(n)) > n3 x 3.

3> 0etn® >0 donc 3n® > 0. . . '

3(4+sin(n)) > 3n® et 3n3 > 0 d = t =0
w4+ sin(n)) 2 3n% et 3n" > 0 done S < 3 o S ()

1 1
2>0et —— >0 donc 2 >0, dott 1, > 0.
=7° n3(4 + sin(n)) — one n3(4 +sin(n)) — ottt =
1 1 1 1 2
2>20et ——— < —d 2—————— <2— d’ n < —.
=0 n3(4 +sin(n)) — 3n? one n3(4 +sin(n)) —  3n? Ot tin = 3n?

e Montrons que g U, converge.

1) Pour tout n € N*, on note u,, =

Up < o
3n 3°

neN*

1

21 2
3 > 1 donc (la série de Riemann) Z 3 converge, donc Z 373 converge ; d’oll Z 3.3 converge.

2n€N* 5 neN* neN*
Vn e N* u, >0, Vn € N* 4, < 33 et Z 3.3 converge donc Z U, converge.

neN*



2) x Justifions que Va,b € R a® = pin(@),
Pour tous a,b € R* on a: a™® = exp <ln(b) ln(a)) = exp (ln(a) ln(b)> = pn(@),

1
x Montrons que Z () diverge.
neN*

) N 3 Yels *_1 = !
D apres ce qul precede Vn e N oln(n) - nn2)’

e > 2 et In est strictement croissante donc In(e) > In(2); d’ou 1 > In(2).

In(2) < 1 donc (la série de Riemann) Z

neN*

@ diverge.
i préced dédui L di
De ce qui précede, on déduit que Z gy diverge.
neN*

Exercice 3.

1) Pour tout n € N, on note P(n) l'assertion f,(z) < a" fo(x).
Montrons par récurrence que pour tout n € N P(n) est vraie.

* % fo(z) = 1.fo(z) = fo(x) donc fo(z) < afo(z) donc P(0) est vraie.

* Soit n € N. On suppose que P(n) est vraie. Vérifions que P(n + 1) est vraie.

a>0et fo(z) < a”fo(r) done afy(x) < a(a” fo(x)), puis afn(x) < @™ fo(2).
fori(z) < afu(x) et afu(r) < o™ fo(x) done fry1(z) < o™ fo(z). Donc P(n + 1) est vraie.

2) e Justifions que pour tout x € X, on a f,(z) —— 0.

n—-+00
Soit x € X.
a € [0,1] donc o™ —— 0 donc fy(z)a™ —— fo(z) x 0; d’ott ™ fo(xr) — 0.
n—+o00 n—+o00 n—+oo

Au 1) on a obtenu que Vn € N f,(x) < a" fo(x) et, par hypothése, on a Vn € N f,(x) > 0.
Vn e N0 < f,(x) <a”fo(x), 0 — 0 et " fo(x) — 0 donc, par pincement, f,(x) — 0.
n—+00 n——+o0o n—+00
e Concluons.
Notons v I'application de X dans R constante de valeur 0.
Pour tout z € X on a f,(x) — 0 donc pour tout z € X on a f,(r) —— v(x) donc
n—-+0oo

n—-+4o0o
(fn)nen converge simplement vers v. Donc (f,,)nen converge simplement.

3) fo est majorée donc il existe M € R tel que Vo € X fo(x) < M.

e Vérifions que Yn € NVz € X |f,(z)] < Ma™.

Soient n € Net z € X.

fn(x) >0 donc |f,(z)| = fu(z). Au 1), on a obtenu f,(z) < a"fy(z). Donc | fn(x)| < o™ fo(z).
a>0donc a™ > 0. fo(x) < M et o™ > 0 donc o™ fo(z) < a"M.

D'ou |fu(x)] < Ma™.

e Concluons.

On continue de noter v 'application de X dans R constante de valeur 0.

Vn e NVr € X |f,(z)] < Ma"™ donc Vn € NVz € X |f,(x) —v(z)] < Ma™.

a € [0,1] donc @ —— 0. @ —— 0 donc Mo —— M x 0. D’ou Ma"” —— 0.

n—-+4o0o n—-+4o00o n—-+4o0o n—-+4o0o

VYneNVr e X |f.(x) —v(z)] < Ma"™ et Ma™ —— 0 donc (f,,)nen converge uniformément vers v.

n—-+o0o
Donc (fy,)nen converge uniformément.



Exercice 4.

Justifions que Vn € N* v,, > 0.
Soit n € N*.

1
n? >0 et u, > 0 donc n?u, > 0.1+ n?u, > 1 donc 1+ n%u, > 0. 1+n2un>0donc1+—2>0.
n2u,

All) Z v, converge donc vy, — 0.
neN*

N =

1
v, — 0 et — > 0 donc il existe nyg € N* tel que VYn > ng |v, — 0| <
n—-+oo 2

De vVt € R t < |t|, on déduit le résultat voulu.

2) Soit n > ny.
(1 + n*u,)v, = 1 donc n*u,v, =1 — v,.

1 1 1 1
n > ng donc v,, < 3 —U, > —3 donc 1+ (—v,) > 1+ (—5) Doul—wv, > —.

N}

De ce qui précéde, on déduit n’u,v, > —.

1 1 1 11 1
n2u,v, > 5 et 3 > (0 donc ﬁnQunvn > 25 D’ou u,v, > oz
3)a) Le carré d’un réel est positif ou nul donc (v — /y)* > 0.

2
(Vo= V)’ = VT +§° =2V y =z +y— 27y,
x+y—2yry > 0donc x+y > 2,/ry.
2
b) e Montrons que Vn > ng u,, + v, > £
n
Soit n > ng. u, > 0 et v, > 0 donc (par 3)a)) u, + v, > 2/U,0p,.

1 1 2
n > ngy donc u,v, > o2 Par croissance de /-, on obtient \/u,v, > \/—2 5+ Dol 2¢/u,v, > £
n n

n?
2 2
Uy, + Upy > 24/UnUy €6 24/UnU; > £ donc u,, + v, > \/——
n n
e Concluons en raisonnant par I'absurde.

On suppose, par ’absurde, que E u, converge.
neN*

E u, converge donc g u, converge. E v, converge donc E v, converge.

neN* n>ng neN* n>ng

E u, converge et g v, converge donc g (un + vn) converge.

n>ng n>ng n>ng

2 2 2
Z (un + v,) converge, Vn > ng u, + v, > £ et Vn > nyg \/—— > (0 donc Z —— converge.
n n n

n>no n>ng

V2 V2 V2 1 V2
— converge donc — converge. — converge donc — — converge.

1
E — converge ; ce qui est absurde.
n
neN*

B|] Comme le montrent les exemples ci-dessous, il n’y a pas d’autre lien logique que celui vu au Al.

1 1
° Z - diverge et Z Tt diverge.
1

neN* neN*
[ ] E 1 dlverge et E converge.
1+n?2x1
neN* neN*



Exercice 5.

Montrons que (g o f,)nen converge uniformément vers g o f en utilisant la définition de la convergence
uniforme.

Soit € > 0.

e > 0 et u est continue en 0 donc il existe a > 0 tel que Vz € K (|z -0 <a=|u(z) —u(0)] < 5).

u(0) =0 donc Vz € K <|z| <a=|u(z)] < 5).

a > 0 et (f,)nen converge uniformément vers f donc il existe N € N tel que :
Vn > NVee X |fulz) — f(z)] < a.

Vérifions que Vn > N Ve € X |(go fn)(x) — (go f)(z)| <e.
Soient n > N etz € X.

n > N donc |f,(z) — f(2)] < a. |fu(z) — f(z)| < a donc ‘u( f(:c))‘ga
vy € K lg(y) — 9()| < July — )| done |g(fulx)) — g(f(2))] <
On en déduit que |g(f(x)) — g(f(2))| < =; d'oit [(g o f)(x) (g0

Exercice 6.
Notons v I'application de @Q dans R constante de valeur 0.
e Montrons que (f,)nen converge simplement vers v.

« Montrons que pour tout x € Q on a f,(x) —— 0.
n—-+00
Soit x € Q.
u
x € Q donc il existe u € Z et v € N* tels que — = .

v
vr € Z donc Vn > v nle € Z, donc Vn > v d(nlx) = 0. D’oa Vn > v f,(x) = 0.
Vn > v fu(x) =0 donc f,(z) — 0.
n—-+0oo
* Concluons.
Pour tout z € Q on a f,(z) — v(x) donc (f,)nen converge simplement vers v.
n—-—+0o0o

e Montrons que (f,,)nen ne converge pas uniformément vers v.

Pour tout n € N, on pose x,, = EE Ainsi (x,,)nen est une suite d’éléments de Q.
n!

VneN fu(x,) =d (%) d (%) = % donc Vn € N f,(z,) — v(z,) = % Dot f,(x,) — v(x,) — %

(fu(xn) — v(2n))nen ne tend pas vers 0 donc (f,,)nen ne converge pas uniformément vers v.

e Concluons.
(fn)nen converge simplement vers v donc (f,,)nen converge simplement et sa limite simple est v.
(fn)nen ne converge pas uniformément vers sa limite simple, donc (f,,)nen ne converge pas uniformément.



