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Corrigé du controle continu d’arithmétique et de cryptographie

Exercice 1.

26nH3 — 9bn 5 93 — (25" x 8 donc 25" = 64™ x 8.

64 =68 —4 =4 x 17— 4 donc 64 = (—4) + 4 x 17. D'ott 64 = —4 [17)].

64 = —4 [17] et n € N donc 64" = (—4)" [17] donc 64™ x 8 = (—4)" x 8 [17].
De ce qui précéde, on déduit que 20" = (—4)" x 8 [17].

342 — 3n 5 32 — (3" x 9 donc 3'"T? = 81" x 9.

81 =85—-4=5x17—4donc 81 = (—4) +5 x 17. D’ou 81 = —4 [17].

81 = —4[17] et n € N donc 81" = (—4)" [17] donc 81" x 9 = (—4)" x 9 [17].
De ce qui précéde, on déduit que 3% = (—4)" x 9 [17].

203 = (—4)" x 8 [17] et 32 = (—4)" x 9 [17] donc 251 4 34"+2 = (—4)" x 8 + (—4)" x 9 [17].
(—4)" x84+ (—4)" x9=(—4)" x (849) donc (—4)" x 8+ (—4)" x 9= (—-4)" x 17.

(—4)" x 17 =0 [17] donc (—4)" x 8 + (—=4)" x 9 = 0 [17].

20mH3 1 342 = (4)" x 84-(—4)" x 9 [17] et (—4)" x8+(—4)"x9 = 0 [17] donc 26" 4-3"+2 = 0 [17].

26n+3 + 34n+2 = O [17] dOI].C 17 | 267’L+3 + 3477,—}—2'

Exercice 2.

Notons r le reste dans la division euclidienne de b — 1 par a. Ainsib—1=gqa+r et 0 < r < |al.
a€N"doncaeZeta>0.a2>0donc |a|] =a. Dour <a.

3

b—1=ga+r donc (b—1)a" = (ga+7r)a" donc ba™ — 1a™ = (ga)a" +ra™ donc ba™ —a" = qa"™ +ra
donc ba" = (qga™™' +ra™) 4+ a”™ donc ba™ = qa™*' 4 (r+1)a” donc ba" — 1 = qa"*' + ((r+1)a” — 1).

r>0doncr+1>0.a>0donca”>0.r+1>0eta">0donc (r+1)a" > 0.
(r+1)a" € Zet (r+1)a™ > 0 donc (r+1)a™ > 1 donc (r + 1)a™ —1 > 0.

ria € Zetr <adoncr+1<a.

a > 0 donc a™ > 0.

r+1<aeta”>0donca"(r+1)<a"adonc (r+1)a" < a™' donc (r+1)a™ — 1 < a"*.
a >0 donc a"™ > 0 donc [a"™| = a"™. Dot (r + 1)a" — 1 < |a™ .

ba" —1=qa""t + ((r+1)a" —1) et 0 < (r+1)a" — 1 < |a"*!| donc, dans la division euclidienne
de ba"™ — 1 par a"™, le quotient vaut ¢ (et le reste vaut (r + 1)a™ — 1).

Exercice 3.

On va procéder par récurrence. Pour tout n € N*, on note P(n) l'assertion suivante : 21 | 2*" + 5.

M L5 =21 5=16+5=21.
1
21| 21 donc 21 | 2% + 5 donc P(1) est vraie.



e Soit n € N*. On suppose P(n).
21 [ 2" 45 donc 2" +5 =0 [21] donc (2*" +5) —5=0— 5 [21] donc 2*" = —5 [21].
2% = —5 [21] et 4 € N donc (2")" = (=5)" [21].
(27)" = 24" x4 = 244" — 9" 4 et pair done (—5)* = 5% Don 24" =5 [21).
5t =522 = (5%)” donc 5! = 25%
21 | 21 donc 21 | 25 —4 donc 25 = 4 [21]. 25 = 4 [21] et 2 € N donc 25? = 4? [21]. D’ou 5* = 16 [21].
24" =51 [21] et 5* = 16 [21] donc 2" =16 [21].
16 =21 — 5 donc 16 = (—5) + 1 x 21 donc 16 = -5 [21].
2" =16 [21] et 16 = —5 [21] donc 2" = —5 [21].
2" = —5 [21] donc 21 | 2" — (=5) donc 21 | 27" + 5 donc P(n + 1) est vraie.

Exercice 4.
a # 0 donc, pour tout b € Z, on peut appliquer le théoréme de division euclidienne. Il peut s’énoncer
ainsi : pour tout b € Z il existe un et un seul (¢,7) € Z x [0, |a|] — 1] tel que b = ga + r.

Autrement dit : pour tout b € Z, il existe un et un seul (¢,7) € Z x [0, |a| — 1] tel que ¢(g,7) = 0.
@ est donc bijective.

Exercice 5.

1) e Soit (x,y) € S.
(z,y) € S donc 2% — y* — 4o — 2y = —2.

v? — oy —da — 2y = (

(2 —dx+4—4)— (Y +2y+1-1)
=(* —do+4)— (P +2y+1)—4—(-1)
=(@-2"-(y+1)°-3

(

(

—~

r=2)++1))((r-2)-(y+1)) -3

2 —y® —dr -2y =—-2donc (v +y—1)(r—y—3)—3=-2.Dou (z+y—1)(z—y—3)=1.
l=(x+y—1)(r—y—3)doncx—y—3|ldoncx—y—3=—-louzx—y—3=1.

% On suppose que z —y — 3 = —1.
r—y—3=—letl=(r+y—1)(r—y—3)doncax+y—1=—1.
r+y—1l=—-letx—y—3=—1donc(z+y—1)+(r—y—3)=(—1)+(—1) donc
2r—4=-2doncr=1.r—y—3=—-letz=1doncl —y—3=—1doncy=—1.
x=1ety=—1donc (z,y) = (1,-1).

x On suppose que v —y — 3 = 1.
r—y—3=letl=(z+y—1)(z—y—3)doncz+y—1=1
r+y—l=letx—y—3=1donc(z+y—1)+(r—y—3)=1+1donc2z—4=2
doncx=3.z—y—3=1letxr=3donc3 —y—3=1doncy=—1.
x=3ety=—1donc (z,y) = (3,-1).

* On a montré que (z,y) = (1,—1) ou (z,y) = (3, —1). D’ou (z,y) € {(1,-1),(3,—1)}.

o V(z,y) €S (z,y) € {(1,-1),(3,—1)} donc S C {(1,-1),(3,—1)}.



2) o (1,-1)€ZxZet1*—(-1)>-4x1—-2x(-1)=—2donc (1,-1) € S.
e 3,-1)€ZxZet3—(-1)>-4x3—-2x(—1)=—2donc (3,-1) € S.

o (1,-1) € Set (3,-1) € S donc ¥(z,y) € {(1,-1), (3, -1)} (2,y) € S donc :
{(1,-1),(3,-1)} C S.

3) S {(1,-1),(3,—1)} et {(1,—1),(3,—~1)} € S donc S = {(1, 1), (3, ~1)}.



