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Corrigé du contrôle continu d’arithmétique et de cryptographie

Exercice 1.

• 26n+3 = 26n × 23 = (26)
n × 8 donc 26n+3 = 64n × 8.

64 = 68− 4 = 4× 17− 4 donc 64 = (−4) + 4× 17. D’où 64 ≡ −4 [17].
64 ≡ −4 [17] et n ∈ N donc 64n ≡ (−4)n [17] donc 64n × 8 ≡ (−4)n × 8 [17].
De ce qui précède, on déduit que 26n+3 ≡ (−4)n × 8 [17].

• 34n+2 = 34n × 32 = (34)
n × 9 donc 34n+2 = 81n × 9.

81 = 85− 4 = 5× 17− 4 donc 81 = (−4) + 5× 17. D’où 81 ≡ −4 [17].
81 ≡ −4 [17] et n ∈ N donc 81n ≡ (−4)n [17] donc 81n × 9 ≡ (−4)n × 9 [17].
De ce qui précède, on déduit que 34n+2 ≡ (−4)n × 9 [17].

• 26n+3 ≡ (−4)n × 8 [17] et 34n+2 ≡ (−4)n × 9 [17] donc 26n+3 + 34n+2 ≡ (−4)n × 8 + (−4)n × 9 [17].
(−4)n × 8 + (−4)n × 9 = (−4)n × (8 + 9) donc (−4)n × 8 + (−4)n × 9 = (−4)n × 17.
(−4)n × 17 ≡ 0 [17] donc (−4)n × 8 + (−4)n × 9 ≡ 0 [17].
26n+3+34n+2 ≡ (−4)n×8+(−4)n×9 [17] et (−4)n×8+(−4)n×9 ≡ 0 [17] donc 26n+3+34n+2 ≡ 0 [17].

• 26n+3 + 34n+2 ≡ 0 [17] donc 17 | 26n+3 + 34n+2.

Exercice 2.

Notons r le reste dans la division euclidienne de b− 1 par a. Ainsi b− 1 = qa+ r et 0 6 r < |a|.
a ∈ N∗ donc a ∈ Z et a > 0. a > 0 donc |a| = a. D’où r < a.

• b−1 = qa+r donc (b−1)an = (qa+r)an donc ban−1an = (qa)an+ran donc ban−an = qan+1+ran

donc ban = (qan+1+ ran)+an donc ban = qan+1+(r+1)an donc ban− 1 = qan+1+((r+1)an− 1).

• r > 0 donc r + 1 > 0. a > 0 donc an > 0. r + 1 > 0 et an > 0 donc (r + 1)an > 0.
(r + 1)an ∈ Z et (r + 1)an > 0 donc (r + 1)an > 1 donc (r + 1)an − 1 > 0.

• r, a ∈ Z et r < a donc r + 1 6 a.
a > 0 donc an > 0.
r + 1 6 a et an > 0 donc an(r + 1) 6 ana donc (r + 1)an 6 an+1 donc (r + 1)an − 1 < an+1.
a > 0 donc an+1 > 0 donc |an+1| = an+1. D’où (r + 1)an − 1 < |an+1|.

• ban − 1 = qan+1 + ((r + 1)an − 1) et 0 6 (r + 1)an − 1 < |an+1| donc, dans la division euclidienne
de ban − 1 par an+1, le quotient vaut q (et le reste vaut (r + 1)an − 1).

Exercice 3.

On va procéder par récurrence. Pour tout n ∈ N∗, on note P(n) l’assertion suivante : 21 | 24n + 5.

• 24
1

+ 5 = 24 + 5 = 16 + 5 = 21.
21 | 21 donc 21 | 241 + 5 donc P(1) est vraie.
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• Soit n ∈ N∗. On suppose P(n).
21 | 24n + 5 donc 24

n

+ 5 ≡ 0 [21] donc
(
24

n

+ 5
)
− 5 ≡ 0− 5 [21] donc 24

n ≡ −5 [21].
24

n ≡ −5 [21] et 4 ∈ N donc
(
24

n)4 ≡ (−5)4 [21].(
24

n)4
= 24

n×4 = 24
n×41 = 24

n+1

. 4 est pair donc (−5)4 = 54. D’où 24
n+1 ≡ 54 [21].

54 = 52×2 = (52)
2 donc 54 = 252.

21 | 21 donc 21 | 25−4 donc 25 ≡ 4 [21]. 25 ≡ 4 [21] et 2 ∈ N donc 252 ≡ 42 [21]. D’où 54 ≡ 16 [21].
24

n+1 ≡ 54 [21] et 54 ≡ 16 [21] donc 24
n+1 ≡ 16 [21].

16 = 21− 5 donc 16 = (−5) + 1× 21 donc 16 ≡ −5 [21].
24

n+1 ≡ 16 [21] et 16 ≡ −5 [21] donc 24
n+1 ≡ −5 [21].

24
n+1 ≡ −5 [21] donc 21 | 24n+1 − (−5) donc 21 | 24n+1

+ 5 donc P(n+ 1) est vraie.

Exercice 4.

a 6= 0 donc, pour tout b ∈ Z, on peut appliquer le théorème de division euclidienne. Il peut s’énoncer
ainsi : pour tout b ∈ Z il existe un et un seul (q, r) ∈ Z× J0, |a| − 1K tel que b = qa+ r.
Autrement dit : pour tout b ∈ Z, il existe un et un seul (q, r) ∈ Z× J0, |a| − 1K tel que ϕ(q, r) = b.
ϕ est donc bijective.

Exercice 5.

1) • Soit (x, y) ∈ S.
(x, y) ∈ S donc x2 − y2 − 4x− 2y = −2.

x2 − y2 − 4x− 2y = (x2 − 4x)− (y2 + 2y)

= (x2 − 4x+ 4− 4)− (y2 + 2y + 1− 1)

= (x2 − 4x+ 4)− (y2 + 2y + 1)− 4− (−1)
= (x− 2)2 − (y + 1)2 − 3

= ((x− 2) + (y + 1))((x− 2)− (y + 1))− 3

= (x+ y − 1)(x− y − 3)− 3

x2 − y2 − 4x− 2y = −2 donc (x+ y − 1)(x− y − 3)− 3 = −2. D’où (x+ y − 1)(x− y − 3) = 1.
1 = (x+ y − 1)(x− y − 3) donc x− y − 3 | 1 donc x− y − 3 = −1 ou x− y − 3 = 1.

∗ On suppose que x− y − 3 = −1.
x− y − 3 = −1 et 1 = (x+ y − 1)(x− y − 3) donc x+ y − 1 = −1.
x+ y − 1 = −1 et x− y − 3 = −1 donc (x+ y − 1) + (x− y − 3) = (−1) + (−1) donc
2x− 4 = −2 donc x = 1. x− y − 3 = −1 et x = 1 donc 1− y − 3 = −1 donc y = −1.
x = 1 et y = −1 donc (x, y) = (1,−1).

∗ On suppose que x− y − 3 = 1.
x− y − 3 = 1 et 1 = (x+ y − 1)(x− y − 3) donc x+ y − 1 = 1.
x+ y − 1 = 1 et x− y − 3 = 1 donc (x+ y − 1) + (x− y − 3) = 1 + 1 donc 2x− 4 = 2
donc x = 3. x− y − 3 = 1 et x = 3 donc 3− y − 3 = 1 donc y = −1.
x = 3 et y = −1 donc (x, y) = (3,−1).

∗ On a montré que (x, y) = (1,−1) ou (x, y) = (3,−1). D’où (x, y) ∈ {(1,−1), (3,−1)}.

• ∀(x, y) ∈ S (x, y) ∈ {(1,−1), (3,−1)} donc S ⊂ {(1,−1), (3,−1)}.
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2) • (1,−1) ∈ Z× Z et 12 − (−1)2 − 4× 1− 2× (−1) = −2 donc (1,−1) ∈ S.

• (3,−1) ∈ Z× Z et 32 − (−1)2 − 4× 3− 2× (−1) = −2 donc (3,−1) ∈ S.

• (1,−1) ∈ S et (3,−1) ∈ S donc ∀(x, y) ∈ {(1,−1), (3,−1)} (x, y) ∈ S donc :
{(1,−1), (3,−1)} ⊂ S.

3) S ⊂ {(1,−1), (3,−1)} et {(1,−1), (3,−1)} ⊂ S donc S = {(1,−1), (3,−1)}.
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