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Exercice 1.

On remarque que m? +m = m(m + 1).
On distingue deux cas : m pair et m impair.

e On suppose m pair.
m est pair donc m(m + 1) est pair donc m? 4+ m est pair.

e On suppose m impair.
m est impair donc m + 1 est pair donc m(m + 1) est pair donc m? 4 m est pair.

Exercice 2.
On propose deux solutions.

1) Premiére solution.
On proceéde par récurrence.

e Initialisation.
(a+1)°—ax0-1=1-0-1=0.a*|0donca®|(a+1)°—ax0-—1.

o Heéredite.
Soit n € N. On suppose que a® | (a +1)" —an — 1.
a®| (a+1)" —an — 1 donc @ | (a+1)<(a—|—1)”—cm— 1).

(a+1)<(a+1)”—an—1> =@+ —a*n—a—-an—1=(a+1)"" —a(n+1)—1-ad’n.

a®| (a+1)""' —a(n+1)—1—a’n et a® | a*n donc a® | ((a+ D" —an+1)—1- a2n> +a*n
donc @® | (a +1)"" —a(n+1) — 1.

2) Seconde solution.
Soit n € N. On distingue troiscas : n =0, n=1et n > 2.

e On suppose n = 0.
(a+1D)"—an—1=(a+1)"-ax0-1=1-0-1=0.
a®>| 0 donc a® | (a+1)" —an — 1.

e On suppose n = 1.
(a+1)"—an—-1=(a+1)! —axl—-1=a+1l—-a—-1=0.
a®| 0 donc a®| (a+1)" —an — 1.

e On suppose n > 2.

n

La formule du bindéme de Newton donne (a + 1)" = Z CFaF1m=F,
k=0

Donc (a+1)" = Cha* x 1=>"Cha".
k=0 k=0

1



n > 2 donc ZC’S F=C%" + Clal +ZC’Sak =1x1 —i—na—f—ZCSak donc
k=0 k=2 k=2

(a+1)" = 1+na+ZCf{ak donc (a+1)"—(m—1:ZCﬁak.
k=2 k=2
Vk >2a? | a” donc Vk € {2,...,n} a® | a* donc Vk € {2,...,n} a® | C*d".

Vk € {2,...,n} a® | C*a* donc a? | ZC’fak donc a® | (a+1)" —an — 1.
k=2

Exercice 3.

1) Soit z € Div(a) N Div(b).
x € Div(a) N Div(b) donc = € Div(a) et x € Div(b) donc z | a et x | b.
x|aetz|bdoncx|a+bdoncx € Div(a+b).

2) On pose a =2 et b= —1.
On a bien a,b € Z. On a bien a # 0 et b # 0.
Div(2) NDiv(—1) = Div(2)NDiv(1) = {~2, —1,1,2}N{~1,1} = {~1,1} = Div(1) = Div(2+(~1))
donc Div(a) N Div(b) = Div(a + b).

3) e Vérifions que i) = ii).
On suppose a = 0 ou b = 0.
Sia = 0, alors Div(a)NDiv(b) = Div(0)NDiv(b) = ZNDiv(b) = Div(b) = Div(0+b) = Div(a+b).
Sib = 0, alors Div(a)NDiv(b) = Div(a)NDiv(0) = Div(a)NZ = Div(a) = Div(a+0) = Div(a+bD).
Donc ii) est vraie.

e Montrons que ii) = i).
On suppose Div(a) N Div(b) = Div(a + b).
a+ b € Div(a + b) donc a + b € Div(a) N Div(b) donc a + b € Div(a) donc a + b | a.
On distingue deux cas : a = 0 et a # 0.

x On suppose a = 0.
Dans ce cas i) est bien vraie.

* On suppose a # 0.
a+beNaeN a#0eta+b|adonca+b<a.
a+b<adoncb<0.b<0etbeNdoncb=0.Donc i) est bien vraie.

Exercice 4.

o 3% = (3%)" = 27",
27=1+2x 13 donc 27 =1 [13].
k€ Net 27 =1 [13] donc 27 = 1* [13] donc 3% =1 [13].

o 5i+2 _ 52(2041) _ (52)2€+1 — 952+l

95 = —1+ 2 x 13 donc 25 = —1 [13].
20+1 e Net 25 =—1 [13] donc 252! = (—1)*"" [13] donc 5%*2 = —1 [13].

e 3% =1 [13] et 5**? = —1 [13] donc 3% + 52 =1 4 (—1) [13] donc 3% + 5% =0 [13].
3% 4+ 542 = 0 [13] donc 13 | 3% + 54F2,



Exercice 5.

e On suppose a > 1.
On remarque que a* — 1 = (a — 1)a + (a — 1).
a>1ldonca—12>0.
a > 1 donc a > 0 donc |a| = a.
a—1<adonca—1<]al
a>—1=(a—1a+(a—1)et 0<a—1< |a donc, dans la division euclidienne de a* — 1 par a,
le quotient vaut a — 1 et le reste vaut a — 1.

e On suppose a < —1.
On remarque que a* — 1 = (a+ 1)a + (—a — 1).
a<—1donc —a—120.
a < —1 donc a < 0 donc |a| = —a.
—a—1< —adonc —a—1< |al.
a*—1=(a+1)a+(—a—1)et 0 < —a—1 < |a| donc, dans la division euclidienne de a® — 1 par a,
le quotient vaut a + 1 et le reste vaut —a — 1.

Exercice 6.

A| Vérifions ii) = i).
On suppose ii) vraie.
On distingue trois cas.

1) On suppose m = { et n = /£.
0| 2¢ donc £ | m + n.
0|20 doncm | n+¢.
0|20 doncn|m+¢.
Donc i) est vraie.

2) On suppose m = { et n = 2/.
0| 3¢ donc £ | m+n.
0| 3¢ doncm | n+¢.
20|20 donc n | m+ L.
Donc i) est vraie.

3) On suppose m = 2¢ et n = 3.
0| 5¢ donc £ | m + n.
20| 2(2¢) donc m | n + ¢.
30| 3¢ doncn|m+ L.
Donc i) est vraie.

B|] Montrons i) = ii).
On suppose 1) vrai.
On distingue deux cas.

1) On suppose ¢ = 0.
¢|m+netl=0donc0]|m+ndoncm+n=0.
m=>=20,n=>20etm+n=0doncm=0et n=0.
m = ¢ et n = { donc ii) est vrai.



2) On suppose ¢ # 0.
¢eNetl+#0doncl>0.
m = £fet £ >0 doncm > 0.
n>=m et m >0 doncn > 0.
m,{ € Ndoncm+{¢eN.ne N, m+/{ e Netn|m+/ donc il existe a € N tel que m+¢ = an.
m > 0et >0 doncm-+{¢ >0 donc an > 0 donc an # 0 donc a # 0.
m<netl{<ndoncm-+¥¢<n+ndoncan <2n.an <2n et n > 0 donc a < 2.
aeN a#0eta<2donca=1oua=2.

a) On suppose a = 1.
a=1etan=m+{ doncn=m+/.
n=m-+/{doncn+{¢=m+2(.m|n+{doncm|m+ 2/.
m | m+ 20 et m|mdoncm | (m+2¢) —m. Doum |20
m €N, 20 € N et m | 2¢ donc il existe b € N tel que 2¢ = bm.
¢ > 0 donc 2¢ > 0 donc bm > 0 donc bm # 0 donc b # 0.
? < m donc 2¢ < 2m donc bm < 2m. bm < 2m et m > 0 done b < 2.
beN,b#0etb<2doncb=1oub=2.

e On suppose b = 1.
b=1et bm = 2¢ donc m = 2.
n=m+{ et m=2¢ donc n = 3/.
m = 2¢ et n = 3¢ donc ii) est vraie.

e On suppose b = 2.
b=2et bm = 2¢ donc 2m = 2¢ donc m = /.
n=m+{ et m=~doncn =20
m = { et n = 2¢ donc ii) est vraie.

b) On suppose a = 2.
a=2etan=m+ ¢ donc 2n = m + L.
m<n,t<netm+{{=n+ndoncm=netl=n.
m = { et n = { donc ii) est vraie.



