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Corrigé du contrôle continu d’arithmétique et de cryptographie

Exercice 1.

On remarque que m2 +m = m(m+ 1).
On distingue deux cas : m pair et m impair.

• On suppose m pair.
m est pair donc m(m+ 1) est pair donc m2 +m est pair.

• On suppose m impair.
m est impair donc m+ 1 est pair donc m(m+ 1) est pair donc m2 +m est pair.

Exercice 2.

On propose deux solutions.

1) Première solution.
On procède par récurrence.

• Initialisation.
(a+ 1)0 − a× 0− 1 = 1− 0− 1 = 0. a2 | 0 donc a2 | (a+ 1)0 − a× 0− 1.

• Hérédité.
Soit n ∈ N. On suppose que a2 | (a+ 1)n − an− 1.
a2 | (a+ 1)n − an− 1 donc a2 | (a+ 1)

(
(a+ 1)n − an− 1

)
.

(a+ 1)
(
(a+ 1)n − an− 1

)
= (a+ 1)1+n − a2n− a− an− 1 = (a+ 1)n+1 − a(n+ 1)− 1− a2n.

a2 | (a+1)n+1− a(n+1)− 1− a2n et a2 | a2n donc a2 |
(
(a+1)n+1− a(n+1)− 1− a2n

)
+ a2n

donc a2 | (a+ 1)n+1 − a(n+ 1)− 1.

2) Seconde solution.
Soit n ∈ N. On distingue trois cas : n = 0, n = 1 et n > 2.

• On suppose n = 0.
(a+ 1)n − an− 1 = (a+ 1)0 − a× 0− 1 = 1− 0− 1 = 0.
a2 | 0 donc a2 | (a+ 1)n − an− 1.

• On suppose n = 1.
(a+ 1)n − an− 1 = (a+ 1)1 − a× 1− 1 = a+ 1− a− 1 = 0.
a2 | 0 donc a2 | (a+ 1)n − an− 1.

• On suppose n > 2.

La formule du binôme de Newton donne (a+ 1)n =
n∑

k=0

Ck
na

k1n−k.

Donc (a+ 1)n =
n∑

k=0

Ck
na

k × 1 =
n∑

k=0

Ck
na

k.

1



n > 2 donc
n∑

k=0

Ck
na

k = C0
na

0 + C1
na

1 +
n∑

k=2

Ck
na

k = 1× 1 + na+
n∑

k=2

Ck
na

k donc

(a+ 1)n = 1 + na+
n∑

k=2

Ck
na

k donc (a+ 1)n − an− 1 =
n∑

k=2

Ck
na

k.

∀k > 2 a2 | ak donc ∀k ∈ {2, . . . , n} a2 | ak donc ∀k ∈ {2, . . . , n} a2 | Ck
na

k.

∀k ∈ {2, . . . , n} a2 | Ck
na

k donc a2 |
n∑

k=2

Ck
na

k donc a2 | (a+ 1)n − an− 1.

Exercice 3.

1) Soit x ∈ Div(a) ∩Div(b).
x ∈ Div(a) ∩Div(b) donc x ∈ Div(a) et x ∈ Div(b) donc x | a et x | b.
x | a et x | b donc x | a+ b donc x ∈ Div(a+ b).

2) On pose a = 2 et b = −1.
On a bien a, b ∈ Z. On a bien a 6= 0 et b 6= 0.
Div(2)∩Div(−1) = Div(2)∩Div(1) = {−2,−1, 1, 2}∩{−1, 1} = {−1, 1} = Div(1) = Div(2+(−1))
donc Div(a) ∩Div(b) = Div(a+ b).

3) • Vérifions que i) =⇒ ii).
On suppose a = 0 ou b = 0.
Si a = 0, alors Div(a)∩Div(b) = Div(0)∩Div(b) = Z∩Div(b) = Div(b) = Div(0+b) = Div(a+b).
Si b = 0, alorsDiv(a)∩Div(b) = Div(a)∩Div(0) = Div(a)∩Z = Div(a) = Div(a+0) = Div(a+b).
Donc ii) est vraie.

• Montrons que ii) =⇒ i).
On suppose Div(a) ∩Div(b) = Div(a+ b).
a+ b ∈ Div(a+ b) donc a+ b ∈ Div(a) ∩Div(b) donc a+ b ∈ Div(a) donc a+ b | a.
On distingue deux cas : a = 0 et a 6= 0.

∗ On suppose a = 0.
Dans ce cas i) est bien vraie.

∗ On suppose a 6= 0.
a+ b ∈ N, a ∈ N, a 6= 0 et a+ b | a donc a+ b 6 a.
a+ b 6 a donc b 6 0. b 6 0 et b ∈ N donc b = 0. Donc i) est bien vraie.

Exercice 4.

• 33k = (33)
k
= 27k.

27 = 1 + 2× 13 donc 27 ≡ 1 [13].
k ∈ N et 27 ≡ 1 [13] donc 27k ≡ 1k [13] donc 33k ≡ 1 [13].

• 54`+2 = 52(2`+1) = (52)
2`+1

= 252`+1.
25 = −1 + 2× 13 donc 25 ≡ −1 [13].
2`+ 1 ∈ N et 25 ≡ −1 [13] donc 252`+1 ≡ (−1)2`+1 [13] donc 54`+2 ≡ −1 [13].

• 33k ≡ 1 [13] et 54`+2 ≡ −1 [13] donc 33k + 54`+2 ≡ 1 + (−1) [13] donc 33k + 54`+2 ≡ 0 [13].
33k + 54`+2 ≡ 0 [13] donc 13 | 33k + 54`+2.
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Exercice 5.

• On suppose a > 1.
On remarque que a2 − 1 = (a− 1)a+ (a− 1).
a > 1 donc a− 1 > 0.
a > 1 donc a > 0 donc |a| = a.
a− 1 < a donc a− 1 < |a|.
a2 − 1 = (a− 1)a+ (a− 1) et 0 6 a− 1 < |a| donc, dans la division euclidienne de a2 − 1 par a,
le quotient vaut a− 1 et le reste vaut a− 1.

• On suppose a 6 −1.
On remarque que a2 − 1 = (a+ 1)a+ (−a− 1).
a 6 −1 donc −a− 1 > 0.
a 6 −1 donc a 6 0 donc |a| = −a.
−a− 1 < −a donc −a− 1 < |a|.
a2− 1 = (a+1)a+ (−a− 1) et 0 6 −a− 1 < |a| donc, dans la division euclidienne de a2− 1 par a,
le quotient vaut a+ 1 et le reste vaut −a− 1.

Exercice 6.

A] Vérifions ii) =⇒ i).
On suppose ii) vraie.
On distingue trois cas.

1) On suppose m = ` et n = `.
` | 2` donc ` | m+ n.
` | 2` donc m | n+ `.
` | 2` donc n | m+ `.
Donc i) est vraie.

2) On suppose m = ` et n = 2`.
` | 3` donc ` | m+ n.
` | 3` donc m | n+ `.
2` | 2` donc n | m+ `.
Donc i) est vraie.

3) On suppose m = 2` et n = 3`.
` | 5` donc ` | m+ n.
2` | 2(2`) donc m | n+ `.
3` | 3` donc n | m+ `.
Donc i) est vraie.

B] Montrons i) =⇒ ii).
On suppose i) vrai.
On distingue deux cas.

1) On suppose ` = 0.
` | m+ n et ` = 0 donc 0 | m+ n donc m+ n = 0.
m > 0, n > 0 et m+ n = 0 donc m = 0 et n = 0.
m = ` et n = ` donc ii) est vrai.
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2) On suppose ` 6= 0.
` ∈ N et ` 6= 0 donc ` > 0.
m > ` et ` > 0 donc m > 0.
n > m et m > 0 donc n > 0.
m, ` ∈ N donc m+ ` ∈ N. n ∈ N, m+ ` ∈ N et n | m+ ` donc il existe a ∈ N tel que m+ ` = an.
m > 0 et ` > 0 donc m+ ` > 0 donc an > 0 donc an 6= 0 donc a 6= 0.
m 6 n et ` 6 n donc m+ ` 6 n+ n donc an 6 2n. an 6 2n et n > 0 donc a 6 2.
a ∈ N, a 6= 0 et a 6 2 donc a = 1 ou a = 2.

a) On suppose a = 1.
a = 1 et an = m+ ` donc n = m+ `.
n = m+ ` donc n+ ` = m+ 2`. m | n+ ` donc m | m+ 2`.
m | m+ 2` et m | m donc m | (m+ 2`)−m. D’où m | 2`.
m ∈ N, 2` ∈ N et m | 2` donc il existe b ∈ N tel que 2` = bm.
` > 0 donc 2` > 0 donc bm > 0 donc bm 6= 0 donc b 6= 0.
` 6 m donc 2` 6 2m donc bm 6 2m. bm 6 2m et m > 0 donc b 6 2.
b ∈ N, b 6= 0 et b 6 2 donc b = 1 ou b = 2.

• On suppose b = 1.
b = 1 et bm = 2` donc m = 2`.
n = m+ ` et m = 2` donc n = 3`.
m = 2` et n = 3` donc ii) est vraie.

• On suppose b = 2.
b = 2 et bm = 2` donc 2m = 2` donc m = `.
n = m+ ` et m = ` donc n = 2`.
m = ` et n = 2` donc ii) est vraie.

b) On suppose a = 2.
a = 2 et an = m+ ` donc 2n = m+ `.
m 6 n, ` 6 n et m+ ` = n+ n donc m = n et ` = n.
m = ` et n = ` donc ii) est vraie.
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