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Corrigé du controle continu d’arithmétique et de cryptographie

Exercice 1.

e x Soit z € A.
222 — 1 | x donc 22? — 1| (2z)x. D’ou 22% — 1 | 222
22% — 1| 222 et 222 — 1| 22* — 1 donc 22% — 1| 222 — (22° — 1). D’'ou 222 — 1| 1.
202 —1|1donc 22 —1=—-1ou2z®>—-1=1.
On distingue donc deux cas.
— On suppose 222 — 1 = —1.

222 — 1 = —1 donc 222 = 0 donc 22 = 0 donc = = 0.
— On suppose 222 — 1 = 1.
222 —1=1donc 22> =2donc 2’ =1donc x = -1 ouz = 1.

On a donc x =0 ou (z = —1 ou z = 1). On en déduit z € {—1,0,1}.
x Ce qui précéde montre que Vo € A z € {—1,0,1}. On en déduit A C {—1,0, 1}.

e Vérifions que {—1,0,1} C A.
2(~12—-1=1.¥beZ1|bdoncl| -1 2(—-1)2—1]—1donc —1€ A,
2x0*—1=-1.YVa€Za|0donc —1]0. 2x0%—1|0donc 0 € A.
2x12—-1=1.VbeZ1|bdonc1]|1l. 2x1*—1|1donc1 € A.
—1€A, 0€eAdetle Adonc {-1,0,1} C A.

e Concluons.

AcC{-1,0,1} et {-1,0,1} C A donc A= {-1,0,1}.

Exercice 2.
e 8—7x0-1=1-0-1=0.49]0donc 49|8°—7x 0 —1 donc P(0) est vraie.

e Soit n € N. On suppose P(n) vraie.

8" —Tn+1)—1=8"x8 —(Tn+7) -1
=8x8"—-Tn—8
=8((8"=Tm—-1)+(Tn+1)) —Tn—38

(8" —7n—1)+8(Tn+1) — Tn — 8

(

(

8" —Tn—1)+ (56n +8) — Tn — 8

8
8
8(8" —Tn —1)+49n

49| 8" —7n — 1 donc 49 | 8(8" — Tn — 1).
49 | 8(8" — Tn — 1) et 49 | 49n donc 49 | 8(8" — Tn — 1) +49n. D’'ou 49 | 8" —7(n +1) — 1.
Donc P(n + 1) est vraie.



Exercice 3.
On distingue deux cas.

e On suppose a = 1.
b=bx1+0et0<0<|l] donc, dans la division euclidienne de b par 1, le quotient vaut b et
le reste vaut 0.

e On suppose a # 1.
aeN, a#0etas#1donca>2.
On remarque que b = (o — 1)a + (a — 2).
a>2donca—22>20.2>0donca—2<a. a€Ndonca>0donc |a| =a. Doa—2<]al.
b=(a—1)a+ (a—2)et 0<a—2< |a| donc, dans la division euclidienne de b par a,
le quotient vaut o — 1 et le reste vaut a — 2.

Exercice 4.

Par définition, b = ga + r et 0 < r < |a|. Par définition, V' = ¢'a+ 1" et 0 < ' < |al.

(ga+r)(d'a+r") = (qa)(q'a) + (qa)r' +r(q'a) +rr’ = (qaq')a+ (gr')a+ (rd )a+rr'" = (qaq +qr' +rq )a+rr’
donc b’ = (qaq’ + qr' +rq¢')a + rr'.

r>0et " >0 donc rr’ > 0. Par hypothése on a rr’ < |a|. D’ou 0 < 1’ < |al.

bb' = (qaq’ + qr' + rq')a + rr’ et 0 < 1’ < |a| donc qaq’ + qr’ + rq’ est le quotient et rr’ est le reste dans
la division euclidienne de bb’ par a.

Exercice 5.

1) e Soient a,b € Z.
Montrons que les assertions suivantes sont équivalentes :
i) ab = 3;
i) (a=-3etb=—-1)ou(a=—-letb=-3)ou(a=1letb=3)ou(a=3etb=1).
« Veérifions i) = i).
C’est immeédiat.
« Montrons i) = ii).
On suppose i) vrai.
ab = 3 donc 3 = ba donc a | 3 donc a € Div(3).
Div(3) = {-3,—1,1,3} donca € {—3,-1,1,3} donca = -3 oua=—-1loua=1oua=3.
On distingue donc quatre cas.
— On suppose a = —3.
ab = 3 donc (—3)b = (—3)(—1). =3 # 0 donc b = —1.
— On suppose a = —1.
ab = 3 donc (—1)b =3 donc b = —3.
— On suppose a = 1.
ab = 3 donc 1b = 3 donc b = 3.
— On suppose a = 3.
ab =3 donc 3b =3 x 1. 3 # 0 donc b = 1.

e x Soit (z,y) € A.
(x—y)2zx—y)=3donc: (r—y=-3et2z—y=—1)ou (r —y=—1let 2z —y=—3)
ou(z—y=1let2r—y=3)ou(x—y=3et2x—y=1).



On distingue donc quatre cas.
— On suppose x —y = —3 et 20 —y = —1.
2z —y) —(z—y) = (1) = (=3) donc = = 2.
r—y=—-3donc 2—y=—-3doncy=>5 Dou (z,y) =(2,5).
— On suppose x —y = —1 et 2z —y = —3.
2z —y)— (r—y) = (=3) — (=1) donc z = —2.
r—y=—1donc (-2) —y = —1donc y =—1. D’ou (z,y) = (-2, -1).
— On suppose z —y =1et 20 —y = 3.
(2x —y)—(xr—y)=3—1donc z = 2.
r—y=1donc2—y=1doncy=1. Dou (z,y) = (2,1).
— On suppose x —y =3 et 20 —y = 1.
2z —y)—(r—y)=1—3donc x = —2.
r—y=3donc (—2) —y =3 donc y = —5. D’ou (x,y) = (=2, —5).
(z,y) = (2,5) ou (z,y) = (=2, -1) ou (z,y) = (2,1) ou (z,y) = (~2,—=5) donc
('Tvy) S {(275)7 (_27 _1)7 (27 1)’ (_27 _5>

« Ce qui précéde montre que V(z,y) € A (x,y) € {(2,5),(—2,—1),(2,1),(=2,-5)}
On en déduit que A C {(2,5),(—2,—1),(2,1),(—2,—5)}.

« On constate que (2,5) € A, (-2, —1) €A (2,1)eAet (-2,-5) € A
On en déduit que {( ,5), (—2, 1),(2,1),(-2,-5)} C A.

* Conclusion.
AC{(2,5), (=2, —1), (2, 1), (=2, —5)} et {(2,5), (=2, —1),(2,1), (=2, —5)} C A donc
A= {(2’ 5)’ (_2’ _1)’ (27 1)7 (_27 _5)}

2) eVr,yeZaoy—(z+y—2)=@y—2z)—y+2=2(y—1)—(y—1)+1=(x—-1)(y—1)+1
Donc B={(z,y) €ZXZ | (z—1)(y —1) = —1}.

e Soient a,b € Z.
Vérifions que les assertions suivantes sont équivalentes :
i) ab=—1,;
i) (a=—-letb=1)ou(a=1etb=—1).
« Vérifions ii) = 1).
C’est immédiat.
« Vérifions 1) = ii).
On suppose i) vrai.
a | ab donc a|—1donca=—1oua=1.
On distingue donc deux cas.
— On suppose a = —1.
ab = —1 donc (—1)b = —1 donc b = 1.
— On suppose a = 1.
ab =1 donc 1b = —1 donc b = —1.

e x Soit (z,y) € Z X Z.
On a les équivalences successives suivantes :
(ryy) e A<= (z—1)(y—1)=-1
< (r—-1l=—-lety—1=1ou(z—1=1lety—1=-1)
(x=0ety=2)ou(z=2ety=0)
(z,y) = (0,2) ou (z,y) = (2,0)
(z,y) € {(0,2),(2,0)}

x ACZxZ,{(0,2),(2,0)} CZxZetV(z,y) € ZxZ ((:z;,y) € A< (z,y) € {(0,2), (2,0)})
donc A = {(0,2),(2,0)}.

—

—
—



Exercice 6.

Al a+ 8|~ ety #0donc|a+ B8] < |yl
la| = 18] < a+8| (|(a+8)+(=F)| < |a+pB]+] -] donc |a| < [a+3[+]|B] donc |a| —|B] < |a+p]).
la| —[B] < |+ 8] et [a+ B] < |vy] donc |af — |B] < [7].
la] = [B] < || done |a] < [y]+ [B].

B] 1) az+b|netn+#0donc (par A]) |ax| < |b| + |n].
a # 0 donc |a| > 0. |a| > 0 et |a| € N donc |a] > 1.
la| > 1 et |z| > 0 donc |z||a| > |z|1. D’ou |za| > |z|.
|z < |az| et |ax| < |b| + |n| donc |z| < |b] + |n|.

2) Notons m = |b| + |n|. |b| € N et |n| € N donc |b] + |n| € N. D’ou m € N.
D’apres 1),Vz € A |z| <mdoncVr e A —m <z <mdoncVere Axe{—m,...,m}.
Vee Az e{—m,...,m} donc AC {—m,...,m}.
AcC{-m,...,m} et {—m,...,m} est fini donc A est fini.

C] e Soit z € S.
axr +b | cx+d donc ax + b | alcx + d).
ar+b | a(cx+d) et ax+b | c(ax +b) donc ax +b | a(cx +d) — c(ax +b). D’ott ax + b | ad — be.

e Notons F={zx €Z| ax+0b|ad— bc}.
Par le @ précédent, onaVr € Sx € F. D'ou S C F.
a# 0 et ad — bc # 0 donc (par B|2)) F' est fini.
S C F et F est fini donc S est fini.



