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Corrigé du controle continu d’arithmétique et de cryptographie

Exercice 1.

On procede par récurrence.
*# 4°4+6x0—-1=140-1=0.9]0donc9|4°+6 x0— 1.
* Soit n € N. On suppose que 9 | 4" + 6n — 1.
4" L 6n+1)—1=4"x4"+6(n+1)—1
=4x4"+6(n+1)—1
:4<4”—|—(6n—1)—(6n—1))+6(n+1)—1

9|4"+6n—1et9|9don09|4<4"+(6n—1)>+(1—2n)9. Dot 9 | 4"+ 4 6(n + 1) — 1.

Exercice 2.

s 20K — 96k 91 — 9 % (26)* De plus 26 = 2% = (2)* = 82 = 64. Donc 265! = 2 x 64,
64 = 66 — 2 donc 64 = —2+ 6 x 11 donc 64 = —2 [11].
64 = —2 [11] et k € N donc 64" = (—2)* [11] donc 2 x 64" = 2(—2)* [11].
De ce qui précéde, on déduit que 27 = 2(—2)" [11].

x 3262 = 3% 32 — (32" x 9. Donc 3%+2 = 9 x 9F,
9=11—-2donc 9 =—-2+1x 11 donc 9 = -2 [11].
= -2 [11] et k € N donc 9" = (—2)* [11] donc 9 x 9" = 9(—2)" [11].
De ce qui précéde, on déduit que 372 = 9(—2)" [11].

[11] donc 208+t 4- 3242 = 2(—2)F + 9(—2)F [11].
(—2)*. ( 2)F x 11 = 0 [11] donc 2(—2)* + 9(—2)* = 0 [11].
et 2(—2)% +9(—2)* = 0 [11] donc 26FF! 4 322 = 0 [11].

% 26k+1 — 2( ) [ ] et 32k+2 = ( 2
2(—2)F +9(-2)* = (2+9)( 2)F =
26k+1 +32k+2 2( ) ( 2)k [

)
11
1

Exercice 3.

On suppose, par 'absurde, que A # @.

A # @ donc il existe x € A. © € A donc 3z | 22 + 1.

z|3ret3r |2+ 1donca|2?+1. 2|2 +1et z|zx donc x| (z*+1) — zz. Donc z | 1.
x|1ldonc (x=1ouw=-1). (x=10ouz=—1)donc 2? = 1.

3|3z et 3z | 2?+ 1 donc 3 | 22 + 1.

r?=1donc z?+1=2.3| 2>+ 1 donc 3| 2.

3| 2 donc 3 € Div(2) donc 3 € {—2,—1,1,2}. Contradiction.



Exercice 4.

{1,2} +{2,3,4} = {1+2,1+3,1+4,2+2,2+3,2+4} ={3,4,5,4,5,6} = {3,4,5,6}.
3,4,5 et 6 sont deux a deux distincts donc {3,4,5,6} a quatre éléments.
Donc {1,2} 4+ {2,3,4} a quatre éléments.

Exercice 5.

1) a|betaeNdonca®| b
a,bEN,a|betb7é0donca<b.a,beNetagbdoncbalbb.
a® | b* et b* | b° donc a® | b°.

2) On va montrer que 4 et 10 conviennent.
x On remarque que 4 € N* et 10 € N*,

« Justifions que 4 1 10.
Supposons, par 'absurde, que 4 | 10.
4|110donc 2x2|2x5.2x2|2x5et2+#0donc?2]|5.
2| 5 donc 2 € Div(5) donc 2 € {—5,—1,1,5}. Contradiction.

* Vérifions que 4* | 101°.
4% = (22)" = 224 = 28 donc 44 = 28,
10 = (2 x 5)1% = 210 x 519 donc 100 = 519 x 210,
8,10 € N et 8 < 10 donc 28 | 2.
28 | 219 donc 28 | 510 x 219 donc 4% | 1010,

Exercice 6.

1) On distingue deux cas.

* On suppose n = 0.
n=0donca®—b"=a’—-0"=1-1=0.a—b|0donca—>b|a"—b"

*x On suppose n # 0.

n € N* donc a" — 0" = (a — b) (Z a™Fp .
k=1

(a—0b)](a—10) <Z a”kbk1> donc a—b|a" —b".

k=1
2) Par 1) on a, a — (—c) | a™ — (—¢)™.
(—o)" = ((=1)e)" = (=1)"c". n est impair donc (—1)" = —1. D’ou (—¢)* = —c".
a—(—c)|a”— (—c¢)” donne a +c | a" + "
3) a) On suppose que a € {—3,—2,0,1}.

On traite les cas un par un.



x On suppose a = —3.
a=—3donca+1=-2.
—3=1—4donc —3=14(—-2) x 2donc -3 =1 [2].
—3=1[2etneNdonc (=3)"=1"[2]. (=3)"=1[2] donc (—=3)"+1=1+1 [2].
(=3)"+1=2[2]et 2=0 [2] donc (—3)"+ 1 =0 [2] donc 2 | (—=3)™ + 1.
2| (=3)"+1donc =2 | (=3)"+1donca+1|a"+1.

x On suppose a = —2.
a=-2donca+1=—-1.-1]|a"+1donca+1|a"+1.

* On suppose a = 0.
a=0donca+1=11|a"+1donca+1]|a™+1.

x On suppose a = 1.
a=1donca+1=2.
a=1ldonca"+1=1"+1=1+1=2.
2|2donca+1|a™+1.

b) a=(a+1)—1donca=—-1+1x(a+1)donca=-1[a+1].
a=-1Ja+1] et n € Ndonca" = (-1)" [a+ 1].

¢) On va prouver les deux implications.

« Justifions que ii) = 1).
On suppose ii).
n est impair ou a € {—3,-2,0, 1}.
Si n est impair, alors (par 2)) a + 1 divise a™ + 1™ donc a + 1 divise a” + 1.
Siae€ {-3,—-2,0,1}, alors (par a)) a + 1 divise a™ + 1.
Donc i) est vrai.

* Montrons que i) = ii).
On suppose ).
i) se traduit par a +1 | a™ + 1.
On distingue deux cas.
* On suppose n impair.
n est impair donc ii) est vrai.
* On suppose n pair.
- Montrons que a + 1 | a™ — 1.
b) donne a" = (—1)" [a+1]. n est pair donc (—=1)" =1.a" =1 [a+1] donca+1|a"—1.
On peut aussi dire que (par 1)) a — (=1) | a" — (=1)". D'ova+ 1| a"™ — 1.
- Concluons.
a+1l|a"+1leta+1]a"—1donca+1]|(a"+1)—(a"—1).Doua+1|2.
a+1]2donca+1¢€Div(2) donca+1e{-2,—-1,1,2}.
a+ 1 vaut —2,—1,1 ou 2 donc a vaut —3,—2,0 ou 1. D’ott a € {—3,—2,0,1}.



