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Corrigé du controle continu d’analyse 4

Exercice 1.
Il a été traité dans un complément au cours.

Exercice 2.

1) e Soit x € R.
*x On suppose = > 0.
x > 0 donc xn —+> +00.
n—-+00o

nr —— +00 et exp(y) — +o0 donc exp(nxr) —— +oo.
y——+00

n—+o0 n—+00
D’ou 1 + exp(nx) —— +o0.
n—+o0
1

1 + exp(nx) — +oo et Vn € N 1+ exp(nz) # 0 donc T oxp(n) — 0.

D'ou f,(x) —— 0.

n—+400

*x On suppose = < 0.
r < 0 donc an —— —o0.

n—-+0o0o
nx —— —oo et exp(y) — 0 donc exp(nz) —— 0.
n—-+00 Y—r—00 n—-+o0o
exp(nx) — 0 donc 1 + exp(nx) —— 140, puis 1 + exp(nz) —— 1.
n—+o00 n—+oo n—+00

1
1 + exp(nx) — 1,Vn € N 1+exp(nz) #0et 170 donc T+ exp(nz) oie T
n—-+0oo

1 1 1 1
* Vn €N fu(0) 1 +exp(n0) 1+exp(0) 1+1 2

vn €N f,(0) = % done fn(0) —— 1

n—-+oo 2 ’

e Concluons. .
On définit f: R — R par Vo € RY f(z) =0, Vo € R™ f(z) =1 et f(0) = 3"
Pour tout x € R on a f,(x) —+> f(x), donc (f,)nen+ converge simplement vers f.
n—-+0oo

(fn)nen+ converge simplement vers f donc (f,,)nen+ converge simplement et f est sa limite simple.

S |-

2) e Pour tout n € N*, on pose z, =

1 1 1
Vn € N* f,(z,) = = = :
n €N fu(zn) l4+exp(nt) 1T+exp(l) 1+e

Vn € N* z,, > 0 donc Vn € N* f(z,) =0.

. 1 1
Vn e N fn(xnl) — flzn) = 1Te donc f,(z,) — f(zn) — 1 s
1 # 0 donc T e # 0 donc (fn(xn) — f(@n))nen+ ne tend pas vers 0 donc (f,,)nen+ ne converge

pas uniformément vers f.

e (fu)nen+ converge simplement et (f,),en+< ne converge pas uniformément vers sa limite simple
donc (f,,)nen+ ne converge pas uniformément.



Exercice 3.

e Soit (y,2) € R x R;.

z
— ——0donc z2— — 2.0 donc — —— 0.
n n—+oo n n—>+oo n n—+oo
z
——)Odoncy—i— — y +0. Douy—|— — .
n n—-+oo n—-+oo n n—-+oo

In est une apphcatlon de R? dans R qui est contmue y € R7 donc In est continue en y.

In: Ry — R, y+——>y,Vn€N*y+—€R y € R} et In est continue en y donc

n——+oo

In (y + E> " In(y).

In (y + i) — In(y) donc z1n <y + E) — zIn(y). D’ou f,(y,z) —— zIn(y).
n n—-+0oo

n n—-+00 n—-+o00

e On définit f: R} x Ry — R par V(y,2) € R}, x Ry f(y,2) = zIn(y).

* Pour tout (y,2) € RYL x Ry on a f,(y, 2) — f(y, z), donc (fp)nen+ converge simplement
n——+0oo

vers f. On en déduit que (f,,)nen+ converge simplement et que sa limite simple est f.

1
x Pour tout n € N*, on pose z,, = (—, 1). On constate que Vn € N* z,, € R7 x R;.
n

2
Vn e N* f.(z,) — f(z,) = 1.1n <% + %) —1.In (%) =1In (%) —1In (%) =1In (%) = In(2).
Vn € N* fu(zn) — ( n) =In(2) donc fu(zn) = f(zn) ———— In(2).
2 # 1 donc In(2) #
(fulxn) — f(x ))neN* ne tend pas vers 0, donc (f,,)nen+ ne converge pas uniformément vers f.

% (fn)nen+ converge simplement et (f,,)nen+ ne converge pas uniformément vers sa limite simple
donc (f,)nen+ ne converge pas uniformément.

Exercice 4.

A] On définit g: R — R par Vt € R ¢(t) = exp(t) —t — 1.
g est dérivable et Vt € R ¢'(t) = exp(t) — 1.

o Vt € R, exp(t) > 1 donc Vt € Ry exp(t) —12>0.
Vt € Ry ¢/(t) = 0 donc g est croissante sur R,.
0€e Ry, Vt € Ry ¢t >0 et g est croissante sur Ry donc Vi € Ry g(t) > ¢(0).

o Vt e R_ exp(t) <1doncVteR_ exp(t) —1<0.
vVt € R_ ¢/'(t) < 0 donc g est décroissante sur R_.
0eR_,VteR_t<0et g est décroissante sur R_ donc V¢t € R_ g(t) > ¢(0).

o VteR, g(t) > ¢g(0) et Vt € R_ g(t) = g(0) donc YVt € R g(t) > ¢(0).
g(0) =0 donc Vt € R g(t) > 0.
Vt € R exp(t) — (t+1) > 0donc Vt € R exp(t) >t + 1.
B] 1) e Soit z € R.

1 1
——30doncz+ - —2+0.Douvx + — — 2.

n n—+oo n n—+oo n n—+oo
1

r 4+ — —— x et exp est une application de R dans R qui est continue en x
n n—+oo



1
donc exp (x + —) — exp(x). D’ou f,(x) — exp(x).

n n——+oo n——+oo

e Pour tout z € R on a f,(x) — exp(x) donc (fy,)nen+ converge simplement vers exp.
n——+0o00

(fn)nen+ converge simplement vers exp donc (f,,),en+ converge simplement et sa limite simple
est exp.

e Vn e N"Vz e R f,(z) — exp(z) = exp <x + %) — exp(x) = exp(z) exp (%) — exp(x) donc

1
Vn € N*Vz € R f,(x) — exp(z) = exp(x) (exp (ﬁ) - 1>.
1 1 1 1
Le A] donne Vn € N* exp (—) > —+1.Vn e N* exp (—) —1>—etVz eR exp(z) >0
n n n n
1 1
donc Vn € N* Vo € R exp(x) <exp (—> — 1> > exp(z)—.
n n
D'ouVn € N*Vz € R f,(x) —exp(z) > ——

e Pour tout n € N*, on note x,, = n.

Vn € N* fo(x,) — exp(z,) = exp(n) et exp(n) > +00 donc
n

n n—-+oo

fn(zy) — exp(z,) m +00.

(fn(xn) — exp(z,))nen+ tend vers +o0o donc ne converge pas donc ne tend pas vers 0.
(fu(xn) — exp(xy,))nen+ ne tend pas vers 0 donc (f,)nen+ ne converge pas uniformément
Vers exp.

® (fn)nen+ converge simplement et ne converge pas uniformément vers sa limite simple donc
(fn)nen+ ne converge pas uniformément.

Exercice 5.

1)

e Soit x € [0, al.

x € [0,a] donc x > 0 et z < a.
x>0et 0> —1donc x> —1.
r<aeta<l1ldoncz<l.

x €] —1,1[ donc 2" —— 0.

n—-+o0o

" —+> 0 et exp est une application de R dans R qui est continue en 0 donc
n——+0oo

exp(z™) — exp(0). D’ou f,(z) —= L.

Notons f l'application de [0, a] dans R constante de valeur 1.

Pour tout = € [0,a] on a f,(x) o f(z) donc (f)nen converge simplement vers f.
n—-+0oo

(fn)nen converge simplement vers f donc (f,,)nen converge simplement et sa limite simple est f.

Soient n € N et x € [0, al.

x > 0 donc 2™ > 0 donc exp(z™) > 1.

exp(z™) > 1 donc exp(2") — 1 > 0 donc f,(x) — f(x) = 0 donc |fn(x) — f(x)] = fu(x) — f(z).
r<a,z>0etneNdonc z" < a" ™ < a” et exp est croissante donc exp(z™) < exp(a™).
exp(z™) < exp(a™) donc exp(z™) — 1 < exp(a™) — 1 donc f,(z) — f(z) < exp(a™) — 1.

De ce qui précéde on déduit | f,,(x) — f(z)| < exp(a”) — 1.



e a€|]—1,1 donc a* —— 0.

n—+o00
a" —— 0 et exp est continue en 0 donc exp(a™) —— exp(0).
n—-+00 n—r+00
exp(a”) —— 1 donc exp(a™) — 1 —— 0.
n—+oo n—+400

o Vn e NVz € [0,d] |fu(z) — f(z)] <exp(a™) — 1 et exp(a”) — 1 —— 0 donc

n—-+00
(fn)nen converge uniformément vers f.

e (fu)nen converge uniformément vers f donc (f,,)nen converge uniformément.

Exercice 6.

(fn)nen converge uniformément donc (f,,)nen converge simplement et (f,),en converge uniformément vers
sa limite simple. Notons f la limite simple de (f,,)nen-
(fn)nen converge uniformément vers f et pour tout n € N f,, est continue donc f est continue.

e Soit z € K.
VneN (fn © fn)(x) = fn(fn(x)) = fn(fn<x>) - f(fn(z)) + f(fn(x»

(fn)nen converge uniformément vers f et (f,,(x))nen est une suite d’éléments de K donc
(fa)nen converge simplement vers f donc f,(x) T> f(x).

fu(2) — f(z) et f est continue en f(z) donc f(fn(x)) — f(f(z)).

In(fu(2)) = f(ful2)) m 0et f(ful)) m f(f(z)) donc :

(£alfa@)) = F(ful@))) + F(ful@) —— 0+ F(F(@).
Falfal@) —— F(f(@)) done (fu 0 fu)(z) —— (f o )(@).

n—-+o0o

e Pour tout z € Kon a (f, o f,)(2) — (f o f)(x) donc f, o f, converge simplement vers f o f.
n——+0oo

fn o fn converge simplement vers f o f donc f, o f,, converge simplement.



