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Corrigé du controle continu d’analyse complexe

Exercice 1.

1) Pour tout n € N, on note a,, = n!.
(n+1)!  nl(n+1)

Qn,
On remarque que Vn € N a, #0. Vn € N o =n+1
an n! n!
Qn
VneNn+1>0doncVneN|n+1=n+1doncVneN |2 =n41.
Qn
An1

n+1 ——— 400 donc —— 400 donc le rayon de convergence de Z anpy vaut 0.

"neN” In | "IN nen

Ainsi, le rayon de convergence de Z n!p, vaut 0.
neN

2) Montrons qu’une condition nécessaire et suffisante est ¢ > 0.

e Supposons qu’il existe une suite de nombres complexes (a,),en telle que le rayon de convergence
de Z anpn €gale t.

neN
Le rayon de convergence de Z anpn appartient & Ry U{+oo} donc ¢t € Ry U{+oo}. D'out > 0.
neN
e Supposons t > 0.
On distingue deux cas.
x Cast=0.
Par 1), le rayon de convergence de Zn!pn vaut 0.
neN
On définit (a,)nen par Vn € N a,, = n!. Alors le rayon de convergence de Z anpn €gale t.
neN
x Cas t # 0.

t # 0 donc on dispose de t~!. On note o =t~
a # 0 donc, grace a la question de cours 2, le rayon de convergence de Z a"p, vaut m
a
neN

1 1 1 1
—=——=——=1|¢.t>0donc |[t| =¢ donc — =+t.
LI e N ~ o

On définit (a,)nen par Vn € N a,, = o". Alors le rayon de convergence de Z a,p, égale t.
neN

Exercice 2.
1) e Montrons que D(0, R) C D'(0, R').
Soit z € D(0, R).
z € D(0, R) donc |z] < R donc Zanz” converge donc z € E. z € Eet E C E' donc z € E'.
neN
z € E' donc Z b,z" converge donc |z| < R’ donc z € D'(0, R').

neN



e Concluons.

D(0,R) c D'(0, R") donc R < R

2) E=F' donc EC E' et E' CE.
E C E' donc (par 1)) R < R
E' C E donc (par 1)) R' < R.
R< R et R <Rdonc R =R.

Exercice 3.

Al 1) Soit ¢ € [0,1].

t
e Vérifions que 5 € [0, 1].

te€[0,1] donct>0ett<1.

<
t>0et2>0donc - >=0.
1
5

| + DN ~+

t<let2>0donc =< Eéletlgldonczgl.
2 2 2 2

E>Oet£<1donc£€[0 1].

2 2 2 ’

Concluons.

t €10,1] donc t +it* € G.

t t ()
56[0,1]d0n05+1(§) eq.

2
t t
G est un sous-groupe de (C, +) et 3 +1i <§> € G donc 4 € G. On en déduit

Lot ?
— 1 —
2 2
que 2t +it* € G.

2t +it? € G, t +it* € G et G est un sous-groupe de (C,+) donc (2t + it?) — (t +it?) € G.
Dout e G.

2) D’apres 1), Vt € [0,1] t € G; 1 € ]0,1] donc 1 € G.

3)

B] 1)

G est un sous-groupe de (C,+) et 1 € GdoncVk € Z k1l € G. D'ouVk € Z k € G.

Soit x € R.

Notons k la partie entiére de x. Ainsi k € Z et k <x < k+ 1.

k € Z donc (par 2)) k € G.
k<r<k+1ldonck<x<k+1donc0<z—k<1doncx—*kel01l].

x —k €10,1] donc (par 1)) x — k € G.

r—keG, keG et G est un sous-groupe de (C,+) donc (r — k) +k € G. D'ou z € G.

e Vérifions que Vt € [0,1] it* € G.

Soit t € [0, 1].

t €10,1] donc t +it? € G.

t € [0, 1] donc (par A|1)) t € G.

t+it* € G, t € G et G est un sous-groupe de (C,+) donc (¢ +it?) —t € G. Ainsi it* € G.

Concluons.

Soit r € [0, 1].

r € [0,1] doncr >0 et r < 1.

reRy, 1€ Ry, r<1et,/ est une application de R, dans R qui est croissante donc

VT < V1 Ainsi /r < 1. /F > 0et /r <1 donc /7 €0,1].
V7 €[0,1] donc iv/7 € G. D'ott ir € G.



2) 1€ [0,1] donc (par 1)) il € G. D’oui € G.
i€ G et G est un sous-groupe de (C,+) donc Vk € Z ki € G.

3) Soit y € R.
Notons k la partie entiére de y. Ainsi k € Zet k <y < k+ 1.
k € Z donc (par 2)) ki € G.
k<y<k+1ldonck<y<k+1ldoncO0<y—k<1doncy—Fkel01].
y—k € [0,1] donc (par 1)) i(y — k) € G.
i(y — k) € G, ki € G et G est un sous-groupe de (C,+) donc i(y — k) + ki € G. D'ou iy € G.

C] e G est un sous-groupe de (C,+) donc G C C.

e Justifions que C C G.
Soit z € C.
Re(z) € R donc (par A]3)) Re(z) € G.
m(z) € R donc (par B|3)) ilm(z) € G.
Re(z) € G, ilm(z) € G et G est un sous-groupe de (C,+) donc Re(z) +ilm(z) € G.
Re(z) +ilm(z) = z donc z € G.

e Concluons.

GcCcCetCcCGdonecG=C.

Exercice 4.
e Soit f: C — C. On suppose que Vz € C f(2) + 2f(—2) =1+ z.

V2eC f(2)+z2f(—2) =1+ 2z donc Vz € C f(—z)+ (—2)f(—=(—2)) = 1+ (—=z) donc
VzeC f(—2) —2f(2) =1 —zdonc Vz € C 2(f(—2) — 2f(2)) = 2(1 — z) donc

Vz € C 2f(—2) — 22f(2) = 2 — 2°.

VzeC f(z) +2f(—2) = 1+zetVz€(sz( z) — 22f(2) = z — 2% donc

Vze C[f(z )+zf( 2)] = [zf(—=2) = 22f(2)] = (1 +2) — (z— 2*) donc Vz € C (1+2°)f(2) = 1+ 2%
VeeCl+22=2"—i2=(z+1i)(z —i) donc Vz € C\ {—i,i} 1+ 22 #0.

Ve € C\{—i,i} 1+ 22 #0et V2 € C (1+2°)f(2) = (1 +2*)1 donc Vz € C\ {—i,i} f(2) =
Vze C f(2) + 2f(—2) =1+ z donc f(i) +if(—i) = 1+idonc f(—i) =if(i) +1—1i

e Soit f: C — C. On suppose que Vz € C\ {—i,i} f(z) =1 et que f(—i) =if(i)+1—1i.
Vérifions que Vz € C f(2) + 2f(—2) =1+ z.
x Soit z € C. On suppose que z # 1 et z # —i.
z € C\ {—i,i} donc f(z) =

z#1idonc —z # —i. 2z # —idonc —z #1i. —z € C\ {—i,1} donc f(—2) =
f(z)=1et f(=2z) =1donc f(2) + 2f(—2) =1+ z1 donc f(2) + zf(—=2)

x f(=i) =if(i) +1—1idonc if(—i) =i(if(i) + 1 — i) donc f(i) +if(—i) =1 +1.
« f(=i) =if(i) +1—idonc f(—i)+ (—i)f(—(—i)) = 1 + (—i).

e Conclusion.
{f:C—=C|VzeC f(2)+2f(—2) =14 z} est égal a :
{f:C—=C|VzeC\{—ii} f(z) =1et f(—i)=1if(Q) +1—1i}.

1.
=1+z



