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Corrigé du controle continu d’analyse complexe

Exercice 1.

a+ib  (a+ib)(c—id) ac—iad+ibc—1i*bd  ac —iad+ibc+bd  (ac+ bd) +i(bc — ad)
c+id  (c+id)(c—id) 2 — (id)? - 2 — i2d2 B 2+ d? '
ac+bd .bc—ad
2 e AT E
a,b,c,d € R et R est un sous-corps de C donc

Donc z =

ac + bd

2+ d?
bc — ad
a,b,c,d € R et R est un sous-corps de C donc 21 € R.

c
ac+bd . bc—ad ac+ bd bc — ad ac + bd bc — ad
2+ 2 +102—|—d27 2 1 32 ERetméRdOﬂCRG(Z)IWGtIm(Z):m.
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Exercice 2.

1) Un raisonnement préliminaire.

Soit a € A. s Lz
a € A donc Re(az) = aRe(z) donc @z 5 Lz 5 ® donc az +az = a(z+z) donc

az+az=az+azdoncaz=az doncaz—az=0donc (@ —a«a)z=0.
(@—a)z=0donca—a=00ouz=0donc@=aouz=0doncaecRouz=0.

2) Le 1) nous incite a distinguer deux cas : z =0 et z # 0.

e On suppose z = 0.
Va € C Re(az) = Re(a.0) = Re(0) = 0.
Va € C aRe(z) = aRe(0) = .0 = 0.
Va € C Re(az) = aRe(z) donc A = C.

e On suppose z # 0.
x Justifions que R C A.
Va € R Re(az) = aRe(z) donc Vaa € R o € A donc R C A.
* Justifions que A C R.
Soit « € A. Par 1), a € Rou 2 =0. z # 0 donc o € R.
* Concluons.

ACRet RcC Adonc A=R.

Exercice 3.

Pour tout n € N, on note a,, = n!.
Vn € N n! € N* donc Vn € N a,, # 0.

n ! ! 1
wnen &t (Dt _nlet+1)
. n! n!
VneNn+1>0doncVneN|n+ 1| =n+1doncVneN Intl) g1
a?’l
(p41
n —— +o0o donc n +1 — +o0o donc — 400.
n—-+oo n—-+oo (7% n—-+oo




Qp+1

— 400 donc le rayon de convergence de E Gn Py vaut 0.
N—=+00
neN

Qn

Le rayon de convergence de Z n!p, vaut donc 0.
neN

Exercice 4.
On remarque que z # 1. En effet, |z] # 1 et |1| = 1 donc |z| # |1| donc z # 1.
On distingue deux cas : n =0 et n # 0.

1) On suppose n = 0.

T—1 "1
n =0 donc 2" = 1. 2" — 1 = 0 donc — = = 0.10] = 0 done : : ‘ ~0.
Z— p—
2" — 1
n =0 donc |z|" = 1. \z\”—ledoneH—lzo.
Z J—
2" —1 |z|" — 1 2" —1 |z|" — 1
= d < :
z—l‘ 2] — 1 one z—l' |z] — 1
2) On suppose n # 0.
n—1
"—1
z#letnGN*doncz = 2*.
=T k=0
n—1 n—1 o n—1
e P . k k LN k
L’inégalité triangulaire donne 2" < Z |2%]. D’ou | ‘ < Z |2%].
k=0 k=0 k=0
n—1 n—1
Vk € N |2F| = |z|* donc Z |2F| = Z |2|".
k=0 k=0
n—1 |ZVL—-1
letneN*d b= :
|z| #1etn e 0ncZ|z| o1
k=0
"1 "1
De ce qui précede, on déduit : < 2 .
z—1 |z| — 1

Exercice 5.

e Montrons que R < 1.
vn € N a,1" = a, et Z a, diverge donc Z a,1" diverge. Z a,1" diverge donc |1| > R.

neN neN neN
|1 =1 donc R < 1.

e Montrons que R > 1.

x 1™ méthode.
Vn € N a,1" = a, et (a,)nen est bornée donc (a,1"),en est bornée.
On sait que pour tout z € C tel que |z| > R la suite (a,z")n,en n'est pas bornée.
De ce qui préceéde, on déduit |1| < R.
|1] =1 donc R > 1.

x 2¢ méthode.
(an)nen est bornée donc il existe B € R, tel que Vn € N |a,| < B.
B € R, donc |B| = B. D’ou Vn € N |a,| < |B|.



Notons R’ le rayon de convergence de Z Bp,,. ¥n € N |a,| < |B| donc R > R'.
neN
— On suppose B # 0.

B # 0 donc le rayon de convergence de Z Bp, vaut 1. D’ou R’ = 1.
neN

R>R et RR=1donc R > 1.

— On suppose B = 0.

B = 0 donc le rayon de convergence de Z Bp,, vaut +00. D’ou R’ = +00.

neN
R> R et R = 400 donc R > +oo donc R > 1.

e Concluons.
R<let R>1donc R=1.

Exercice 6.
On note n = 2022!. On a donc n € N.

e Soit z € B.
z € B donc ‘z” + |2 + iRe(z)‘ = |z|" + |z| + |Re(2)|.
On note u; = 2", us = |z| et ug = iRe(2).
|2""| = |2|™ donc |uq| = |2]™.
|z| € Ry donc ||z|| = |z| donc |ug| = |2].
|us| = [iRe(2)| = [i[|Re(2)| = 1[Re(z)| donc |us| = [Re(z)].
De ce qui précéde, on déduit |ug + ug + us| = |uq| + |ua| + |usl.
|ug 4 ug + uz| = |ug| + |ug| + |us| donc (cas d’égalité de I'inégalité triangulaire) il existe v € C et
aq, i, a3 € Ry tels que VE € {1,2,3} up = ayv.
us = v donce |z| = agv.

On distingue deux cas.

* On suppose z # 0.
z # 0 donc |z| # 0. |z| = agv et |z| # 0 donc ayv # 0 donc ay # 0.

z
v=-—,|2| € Ret ay € R donc v € R.
a

age]lietvERdoncagveR. D’ou uz € R.

uz = iRe(z) et Re(z) € R donc u3 est imaginaire pur.

ug est réel et imaginaire pur donc ug = 0.

ug = 0 donc iRe(z) = 0 donc Re(z) = 0 donc z est imaginaire pur.

* On suppose z = 0.
0 est imaginaire pur donc z est imaginaire pur.

On a montré que z est imaginaire pur.

e Soit z € C. On suppose que z est imaginaire pur.
z est imaginaire pur donc il existe t € R tel que z = it.
2" = (it)" = i"t".
4 < 2022 donc 4! | 2022!. 4| 4! et 4! | 2022! donc 4 | 2022!. D’ou 4 | n.
4| n donc i” = 1. D’ou 2" = t".



z =it donc |z] = |i||¢]. |i] = 1 donc |z| = |t].

z est imaginaire pur donc Re(z) = 0.

De ce qui précede, il découle 2™ + |z| + iRe(z) = t™ + |t| +1.0. D’ou 2™ + |z| + iRe(z) = t" + |t|.
4| n donc 2 | n donc n est pair. t € R et n est pair donc t" € R,.

t" € Ry et |t| € Ry donc t" + |t| € Ry donc |t" + ||| = t" + |t|. D’ou ‘Z” + |z] +iRe(2)| = t" + |t].
|z| = |t| donc |z|™ = |t|™ donc |z|" = [t"]. t* € R, donc [t"| = t™. D’ou |z|™ = t".

2" + |2 + [Re(2)| = t" + |t] + [0] donc |2|* + |z| + [Re(2)| = t" + [t].

‘z" + |z + iRe(z)‘ = |z|" + |z| + |Re(z)| donc z € B.

Conclusion.
B est I'ensemble des nombres complexes qui sont imaginaires purs.



