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Corrigé du controle continu d’analyse complexe A

Exercice 1.

2 §i et seulement si z € R.

1) Montrons que |2?| = z
x On suppose z € R.
z € R donc 2% € R, donc |2°| = 2°.

* On suppose |2?| = 2°.

On distingue deux cas : z =0 et z # 0.

— On suppose z = 0.

0 € R donc z € R.

— On suppose z # 0.
|2?| = 2% donc |z|* = 2% donc 2Z = 22. 2Z = zz et 2z # 0 donc Z = z donc z € R.

2) Montrons que u* € R si et seulement si u est réel ou imaginaire pur.
u? €ER = u2 =u?
<~

e = u’

= W —-ut=0

— (u+u)(u—u)=0
<~ u+u=0ouu—u=0
< u=-—-uouu=1u

<= w est imaginaire pur ou u est réel

3) Montrons que |v*| = v* si et seulement si v est réel ou imaginaire pur.
4| _

lv v? si et seulement si ‘(1)2)2‘ = (v2)2.

Par 1),

Par 2), v* € R si et seulement si v est réel ou imaginaire pur.

(v2)2‘ = (v2)2 si et seulement si v? € R.

Exercice 2.

1) * Soit z € U\ {a}.

L)~ La)
(2 (5) =
) fla)
9 g
1 g@fG) - fa)g(2)
g@9z)  z-a
1 g@(f(e) ~ f(a) ~ f@)(g(z) — g(a))
9(@)9(2) 2 a



donc

g 9(@)g(2) i=a T
= 525 (90 ((2eN() — @) ((2) )
1 (s@2u) @) - (F@)(2g) (=)
" 9@ 9(2)
1 (9@@ah) — F@)(2a9) (2)
 g(a) 9jnfay (2)
_ 1 ((@)(Auf) = F@)(Bug)
~ g(a) <9 910\ {a} (z))

- (L e )
g(a) 91U \{a}
cveeon (o) (. (L)) - (UL TG

N\ _ 1 g(a)(Auf) — fla)(Aag)
B <9> a g9(a) 9U\{a}

) () done

2) f est C-dérivable en a donc A, f tend vers J,f en a donc g(a)(A.f) tend vers g(a)d, f en a.
g est C-dérivable en a donc A,g tend vers 0,9 en a donc f(a)(A,g) tend vers f(a)d,g en a.
g(a)(A.f) tend vers g(a)d,f en a et f(a)(Aqg) tend vers f(a)d,g en a donc

g(a)(A.f) — f(a)(Aug) tend vers g(a)d.f — f(a)dag en a.

g est C-dérivable en a donc g est continue en a donc g;nq) tend vers g(a) en a.

9(a)(Asf) — f(a)(Aag) tend vers g(a)daf — f(a)dag en a, gjy\(q} tend vers g(a) en a,
Vz e U\ {a} gu\(a}(2) # 0 et g(a) # 0 donc :

g(a)(Auf) — fla)(Aug) g(a)daf — fla)dayg

tend vers en a.

9j0\{a} g(a)

9@Auf) — f@Aag) 1 g(@)df — f(a)dug
g(a) 91U \{a} g9(a) g9(a) .
(0af)g(a) — f(a)dag

g(a)’

On en déduit que

Gréce au résultat obtenu au 1), on obtient que A, <£> tend vers en a.
g

Donc ) est C-dérivable en a et d, (i) = (5af)g(a)( —)Qf(a)(Sag‘
g(a

g g

Exercice 3.
1) o Verifions que ¥ 2 € U\ {a} (Ba(g0 ) (2) = (Baf)(2) % (Agia9) (F(2)).

Soit z € U \ {a}.
(g0 )00 = DG =000 _ U6 ~a(i(0)

z

z # a et f est injective donc f(a) f(a).
£(2) # f(a) done f(z) — f(a) # 0 done 9(f(2)) = 9(f(a)) _ 9(f(2)) = 9(f(a))  f(2) ~ fla)

z—a f(z) = f(a) z—a
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L2 (6 00) (£(2)) x (8af)(2) done

zZ—a

(Mg 0 1)) (2) = (Aaf)(2) % (Agiay9) (F(2)):
o Vérifions que fjin a3 (U \ {a}) c V\ {f(a)}.

* Soit z € U \ {a}.
z € U\ {a} donc finga(2) = f(2).
z € Udonc f(2) € f(U). f(U)CV donc f(z) eV
z # a et f est injective donc f(z) # f(a).
F(z) € Vet f(2) £ fla) done f(=) € V\ {f(a)}.
Drou fingay(2) € VA {f(a)}.

%+ Concluons.

Vz e U\{a} firiap(2) € V\{f(a)} donc fin(ay(U\{a}) C V\{f(a)}.
e Vérifions que A,(go f) = A f X ((Af(a)g) o f|U\{a}>.

% Soit z € U\ {a}.
2 € U\ {a} donc fin(a(2) = f(2) donc (Ap)9) (f(2)) = (As@9) (fiy(a(2))-
fingay (U \ {a}) Cc V\ {f(a)} donc on dispose de (Ay(g)9) © f|U\{a}.
2z € U\ {a} done (Agpwg) (floy(a(2)) ((Aﬂa g)° f \{a})
De ce qui précéde, on dedult que (A fla = (( ) f \U\{a}) (2).

De cela, on déduit que (A, f)(z) x <Af(a )( )) X ((Ap@a) © fingay) (2).
On en conclut que (Aa(g o f))(z) (A ((Af(a) ) f|U\{a})} (2).

* Concluons.

Vz e U\ {a} (Aa(g o f))(z) = [Auf % ((As@)9) © firriay)] (2) done
(g ) = Baf % ((Apr9) © firniar)

2) f est C-dérivable en a donc f est continue en a donc fii\(q} tend vers f(a) en a.
g est C-dérivable en f(a) donc Ay,)g tend vers 65,)g en f(a).
Ji\{ay tend vers f(a) en a, Ayq)g tend vers g en f(a) et finy(U \ {a}) C V \ {f(a)}
donc, par composition, on obtient que (A f(a) g) o fiinfay tend vers dyq)g en a.
f est C-dérivable en a donc A, f tend vers d,f en a.
A, f tend vers §,f en a et (Af(a)g) o flr\{a} tend vers dy(q)g en a done, par produit, on obtient que

Auf % <(Af(a)g) o f‘U\{a}) tend vers 0, f X d¢(q)g en a.

Grace au résultat obtenu au 1), on obtient que A,(g o f) tend vers dof X d5q)g en a.
On en déduit que go f est C-dérivable en a que d,(g o f) = daf X 05(a)g-

Exercice 4.

L’inégalité triangulaire donne |(1+a)+ (—a—b) 4+ (b+c¢)+ (—¢)| < |1 +a|+|—a—b|+|b+¢c|+ | —¢|.
(1+a)+(-a—=b)+(b+c)+(—c)=1, —a—b=—(a+b) et |—c| = |¢| donc il vient :

11| <|1+a|l+|—(a+b)|+[b+c|+ ||

[1]=1et|—(a+b)|=|a+b donc1<|1+a|l+|a+b+I[b+c|+|c



