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Question de cours.
Démontrer la proposition énoncée ci-dessous en suivant éventuellement les indications fournies.

Proposition. On définit f : C∗ → C par ∀z ∈ C∗ f(z) =
1

z
. Alors f est continue.

Indications.
A] Pour tout r ∈ R∗+, on note Er = {z ∈ C | |z| ≥ r} .

1) Soit r ∈ R∗+. Vérifier que ∀x, y ∈ Er |f(x)− f(y)| ≤ 1

r2
|x− y|.

2) Soit a ∈ C∗. On note r =
|a|
2

.

a) Vérifier que D′(a, r) ⊂ Er.
b) Montrer que f est continue en a.
B] Conclure.

Exercice 1.
1) Soient a, b ∈ R. Justifier que a2 + b2 ≥ 2ab.

2) Soient x, y ∈ R∗+. Montrer que
x

x4 + y2
+

y

y4 + x2
≤ 1

xy
.

Exercice 2.

Pour tout n ∈ N, on définit fn : R→ R par ∀x ∈ R fn(x) = exp

(
1

ln(n|x− 2|+ 1) + 1

)
.

Montrer que (fn)n∈N converge simplement et expliciter sa limite simple.

Exercice 3.

Pour tout n ∈ N, on définit fn : R→ R par ∀x ∈ R fn(x) =
2

exp(−nx) + 1
.

Montrer que (fn)n∈N converge simplement et expliciter sa limite simple.

Exercice 4.
Donner un exemple d’une suite (fn)n∈N d’applications de R dans R vérifiant les assertions suivantes:
i) pour tout n ∈ N fn est bijective, ii) (fn)n∈N converge simplement et sa limite simple est constante.

Exercice 5.

Montrer que ∀n ∈ N ∀a0, . . . , an ∈ C

∣∣∣∣∣
n∏

k=0

(1 + ak)− 1

∣∣∣∣∣ ≤
n∏

k=0

(1 + |ak|)− 1.

Exercice 6.

On définit u : N∗ → R par ∀n ∈ N∗ un =
n∑

k=0

1√
n2 + k

. u est elle convergente?


