


Sociologie. chimie, gén&ique  des populations.
circuit* électriques. réseaux de transport, etc.,
tous  ces domaines sont des champs d’application
de la th&rie  des graphes. L’utilité de celle-ci
s’avère fructueuse particulièrement par le dévelop-
pement d’une méthode de pens&  simplificatrice.
qui ramène les problèmes les plus divers a l ’ é tude
de sommets et d’arêtes.

Le prdsent  trai té.  une introduction a la th&wie  des
graphes, tente un  juste dosage de chacun des
aspects suivants de cette théorie: les “algorith-
mes” (du chemin minimum. de Ford-Fulkerson.
etc.). la  “récréation math6matique”  (jeux et énig-
mes) et la “théorie proprement dne”  (plans-
rité.  théorème des cinq couleurs, graphes euldriens
et hamiltoniens.  etc.)

De la part du lecteur, cette Etude  ne requiert, au
préalable. qu’une connaissance minimale de la
th6orie  des ensembles (voir  Appendice) et  un brin
d’ imagination.  De niveau du premier cycle universi-
taire, cet  ouvrage réunit, avec les exercices. les
él&nents  d’un premier cours dans cette discipline.
De plus. gràce  è la présence des solutions présen-
tées en d&ail,  le lecteur autodidacte l ’étudiera avec
facilit6.
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l’Université  du Q”6bec  A  Montr6al  00 il fait partie
du groupe de recherche en combinatoire. Le pro-
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de nombreux articlezsurlacombinatoireet  la thbo-
rie des graphes. Maître  aux 6checs et ex.président
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qtu posséde  “ne collection de plus de neuf cents
livres d’khecs. se sert. ici et là dans le texte, des
exemples provenant du noble je”.
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INTRODUCTION 

De même que la topologie, la théorie des probabilités et une grande par- 

tie de l'analyse, la théorie des graphes doit son origine aux travaux 

d'Euler à la fin du XVIIIe siècle. On en étudia d'abord certains pro- 

blèmes, tels que les ponts de Kdnigsberg, la marche du cavalier et la 

conjecture des quatre couleurs. Pendant des siècles, à plusieurs re- 

prises, divers auteurs en découvrent, en publient, puis en redecouvrent 

de nouveau les résultats. Depuis le début du XXe siècle, la théorie 

des graphes (de même que la combinatoire) s'est constituee en une bran- 

che des mathématiques, étudiée systématiquement. Ceci est dû principa- 

lement aux travaux de pionniers tels que KClnig, KUratowski, Menger et 

Cayley, et, plus récemment, Berge, Erdds et Harary. 

La théorie des graphes revendique de nombreuses applications en chimie, 

sociologie, génétique des populations, circuits électriques, réseaux de 

transport, théorie de la communication, mais son utilité s'avère fruc- 

tueuse particuliêrement par le développement d'une méthode de pensée 

simplificatrice qui ramène les problèmes les plus divers à l'étude de 

sommets et d'arêtes (ou de sommets et de flèches). 

Le présent ouvrage, une introduction à la théorie des graphes, en étu- 

die les aspects suivants: algorithmique, de récr&ation mathématique, 

classique. 

Au premier chapitre, le lecteur trouvera d'abord les definitions fonda- 

mentales concernant les graphes simples, ainsi que des résultats sur la 

connexité, les graphes eulériens et les graphes hamiltoniens. Suivent 
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les notions classiques de géodésique, point d'articulation, separateur, 

facteur linéaire, ainsi que des resultats récents sur les graphes dits 

~otiemeti ku.m&otieti (obtenus conjointement avec le professeur Anton 

Kotzig du Centre de recherche en mathematiques appliquees de l'univer- 

sité de Montréal).. La section 6 est consacrée â la r+solution de cer- 

taines énigmes. La théorie des graphes ne resout pas systematiquement 

toutes ces énigmes, mais en donne une approche rationnelle et efficace. 

La section 7, traitant des arbres, contient une nouvelle preuve de la 

formule de Cayley, due â André Joyal (Université du Québec â Montréal) 

et basée sur sa récente théutie den e,~pZcti de A~LLLCZWL~ en combina- 

toire (Voir L191 dans la bibliographie, page 176) . 

Au chapitre 2, les graphes simples deviennent orientés (c.-a-d. que 

les arêtes sont remplacées par des flèches) et de nombreuses défini- 

tions sont reprises dans ce contexte. Les différentes methodes pour 

calculer la distance entre deux sommets d'un graphe orienté sont en- 

suite considérées. L'étude de nombres associés â un qraphe oriente 

constitue la dernière section de ce chapitre. Elle emprunte de nom- 

breux exemples au jeu d'échecs. 

Au chapitre 3 , les graphes orientés deviennent valués (en d'autres 

mots, chaque flèche est maintenant munie d'une valeur). C'est à ce 

moment que les problèmes les plus pratiques font leur apparition: celui 

du chemin minimum, celui du flot maximum dans un réseau, celui de 

l'arbre partiel de valeur minimum dans un graphe simple. Plusieurs 

algorithmes résolvent ces différents problèmes. 

Au chapitre 4, qui traite de la planarité, les considérations rede- 

viennent plus théoriques. L'étude des graphes planaires et la formule 

classique d'Euler sont d'abord presentées. Dans la section 3, on re- 

trouve les polyèdres réguliers, connus depuis les Grecs anciens. La 

section 4 est consacrée â la preuve classique de Heawood du théorème 

des cinq couleurs. 

Une rapide introduction â la théorie des jeux est entreprise au chapi- 

tre 5. On y apprend â jouer sur un graphe oriente. De nombreux jeux 

sont résolus â l'aide de la notion de fonction de Grundy. 

Tout au long du texte, le lecteur trouvera de nombreux exercices (exac- 

tement 157), susceptibles de l'aider à mieux assimiler les définitions, 

à appliquer les théorèmes et algorithmes, et â exercer son aptitude â 

la recherche. Un ou deux astérisques indiquent les exercices jugés 

plus difficiles par l'auteur. Tous ces exercices ont une solution 
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détaillée dans la section B (solutions aux exercices). 

Le lecteur ne devrait consulter celle-ci qu'en désespoir de cause ou 

pour comparer sa solution à celle de l'auteur. 

Le malheureux lecteur pour qui la théorie des ensembles ne fait pas 

partie du bagage héréditaire trouvera dans 1'Appendice (page 115), les 

principales notations et définitions utilisées dans le texte. La sec- 

tion C contient 100 exercices supplémentaires non-solutionnés. 

Je tiens à remercier de leurs suggestions, les étudiants de l'univer- 

sité du Québec à Montréal, auxquels j'ai donné le cours Mat. 3160 

(théorie des graphes), ainsi que Rachel Leblanc et Christiane Laliberté, 

du secrétariat du Département de mathématiques, de l'excellent travail 

de dactylographie du manuscrit original. 

Je remercie le professeur Anton Kotzig (Université de Montréal), de 

m'avoir initié à la théorie des graphes et de la générosité avec laquelle 

il partage ses nombreuses idées mathématiques. 

Je remercie également les membres de l'équipe de recherche en combina- 

toire de l'U.Q.A.M., André Joyal, Pierre Leroux et Gilbert Labelle, de 

leur encouragement, surtout de leur enthousiasme contagieux pour la 

combinatoire et, plus particulièrement Pierre Leroux et Gilbert Labelle, 

des suggestions de corrections et d'ajouts, après lecture du manuscrit. 

Je remercie enfin le professeur Claude Levesque de l'Université Laval 

d'avoir pris la peine de me signaler quelques dernières coquilles. 
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GRAPHES SIMPLES 

1 définitions et exemples 

Soit X un ensemble fini. Nous designons par \XI la ccvid&u~,Cté de X, 

c.-à-d. le nombre d'eléments de X. De plus B(X) designe l'ensemble den 

pniitic5 de X, et, pour 0 5 k c 1x1, Pi((X) designe l'ensemble des par- 

ties de X ayant k élements, c.-à-d. 6'(X) = {YiY 2 XI et 

P,(X) = fYIY i X et IYI = kl. Si IXI = n, il est bien connu que 

l@(X) j = 2" 
, 

et lqk(xP = (il = ck = d;~. Dans ce cas, on a 

évidemment a,(x) = t01 et an(x) = {XI. Les e1Fments de 6-;(X) sont ap- 

pelés des botrcdeh (ou n&g&tuti) et les élements de B,(X), des u.Mteh 

(OU rJUitlC5). 

DEFINITION Un ghapire nimp& G est forme de deux ensembles: un en- 

semble fini non-vide X, appelé l'w,~embPc deA hol?W&! de 6, et un en- 

semble A de paires de sommets, appelé 1'ehtiembCe de,5 a&% de G. On 

a donc A c a,(X). On écrit souvent G = (X,A) = (X(G), A(G)). 

Lorsque a = Ix,yI c A, on dit que a est l'arête de G d'extkétihé~s x et 

y; ou que a jui~ît x et y; ou que a panse pari x ety. Les sommets x et 

y sont alors adjucentn dans G et on dit qu'ils sont intidcnti à 

l'arête a. 

Le nombre de sommets 1x1 du graphe simple G = (X,/4) s'appelle l'o&tie 

de G. On le denote IGI ou ordG. 1 
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On ke)3tiéAcn-tc habituellement le graphe simple G par une figure dans le 

plan. Les sommets de G sont représent6s par des points du plan et ses 

arêtes par des traits entre ces sommets. Par exemple, le graphe simple 

G = (X,A) où X = Ix,y,z,u,v,wl et A = iix,yI, ix,ui, iz,vi, iw,zl, iw,v?} 

peut se représenter par la figure 1. 

FIG,l 

.Iry Aw 

REMARQUE Dans la figure planaire représentant 6, tout ce qui impor- 

te est de savoir lesquels des points sont des sommets et lesquels de 

ces sommets sont reliés par une arête, c.-à-d. la position des sommets 

et la façon de tracer les arêtes n'importent pas. 

Voyons maintenant de nombreux exemples de graphes simples. 

EXEMPLE 1 Le g~~ap/~,d'un towiuzoi, T = (X,A) où 

X = {participants au tournoi} 

A = {paires de joueurs se rencontrant dans le tournoi}. 

EXEMPLE 2 La C~IL& hotiè~c du Québec,Q, où 

X = {villes du Quebec} 

A = {{v,w}lil y a au moins une route directe reliant les villes v et w 

EXEMPLE 3 Le g~phe ticfict d'ordre n, Dr,, où 

x = 11,2,... ,nI et A = 0. 

Représentation de il6 : 

(FIG.2 
l* 

39 
4. 

1. 

Plus généralement, le graphe discret sur X est le graphe simple 

DX = (X30). 

EXEMPLE 4 Le graphe cump&t d'ordre n, Kn, où 
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x = {1,2,... ,n} et A = 6>2(X). 

Representations de K,,: 

Plus géneralement, le graphe complet sur X es 

KX = (X~C$(X)). 

le graphe simple 

EXEMPLE 5 Le qraphe bip&QA-cum- (T 

q 11, où 

x = iX.,X",...,X_,V.,V",....V_} l h4,3 \Y%2 

ptet, K 
P-q' 

d'indices p 2 1 et 

et A = iIxi,yjlii c i i p et' 

1 i j 5 q}. 

EXEMPLE 6 Le graphe C, du muuwement du caw&e4 au jeu d'échecs oû 

X = {64 cases d'un échiquier} et 

A =tic,,c,}lun cavalier sur c, peut, en un coup, aller en c,}. 

De même pour le mouvement de la dame, du roi, du fou et de la tour, on 

obtient les graphes simples D8, R8, F8 et T8. Plus génf%alement, on 

obtient les graphes simples C,,, On, Rn, Fn et T,,, des mouvements des 

pièces du jeu d'échecs sur un échiquier n par n. 

EXEMPLE 7 Pour n 2 1, la cinQne, PIG,~ 

P n' où 

X = {1,2,...,nl et 7 

A = 111,21, 12,31, . . . . In-l,nll. 

EXEMPLE 8 Pour n 2 3, le cycke, Cn ,où 

X = {1,2,...,ni et 

A = 111,21, 12,31, . . . . In-l,nII u {{l,nII. 

EXEMPLE 9 Pour n 2 1, l'é&~Ze, En, où 
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X = (O,l,...,n} et 

A = I{O,ll, {O,Zl, . . . . tO,n}l. 

EXEMPLE 10 Pour n 2 3, la how, Rn, où 

X = {O,l,Z,...,n) et 

A = iIO,l}, {0,21, . . . . tO,n)} u 

II1,21, I2,31, . . . . In-l,n1, {ri,111 

FIG,8 

EXEMPLE 11 Le graphe de Pcteticn gBné&P, P(n,k), n 2 3, 

1 5 k < n, est défini par X = {x1,x2,...,xn,y1,y2,...,yn1 

et A = Al II A2 II A3 où 

A, = {{~~,x~+~ljl 5 i 5 n-l} IJ {{xn,x,}} 

A, = {{xi,yi}jl 5 i s n1 et 

A, = {{~~,y~+~111 5 i 5 n-k1 u {{yi,yi+k-n>ln-k+l 5 i 5 nl. 

En d'autres mots, les arêtes sont les {xi,xiti}, {xi,yi} et {yi,yitk} 

où 1 < i < n et où les indices sont pris modulo n. 

Les sommets xi sont dits exfVtiewin et les sommets yi intéhicu~. 

Notez que P(n,k) est d'ordre 2n. Voici, pour fixer les idées, la re- 

présentation géométrique la plus naturelle pour les graphes P(6,2), 

P(5,4), P(4,l) et P(6,3). 

Le graphe P(5,2) est appelé le graphe de 

Pefe?zhebl (fig. 10). 
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EXEMPLE 12 Pour n 2 1, définissons le cube de dtienkan n, B,,, où 

X = 10,11" = {(E1,E~,...,cn)IVi,Ei = 0 ou ~~ = 11 et 

A = ~{(E~>E~>...>F~),(~~,~~,..., 6,)11ei = 6i sauf pour un indice). 

Passons maintenant à quelques définitions. 

DEFINITION Soit G = (X,A) un graphe simple et x t X un sommet. Le 

degii@ de x, dénoté d(x), est le nombre d'arêtes de G incidentes à x, 

soit d(x) = /{a c Aix E ai/ = j{y e XlCx,y> t A}I. Lorsque d(x) = 0, 

on dit que le sommet x est du&?. 

EXEMPLE 1 Dans Dn, tous les sommets sont isolés. 

EXEMPLE 2 Dans Kn, Vx, d(x) = n - 1. 

EXEMPLE 3 Dans le graphe d'un tournoi, d(x) est le nombre d'adver- 

saires du joueur x. 

EXEMPLE 4 Dans K p q, 1 < i 2 p, d(xi) = q et 1 5 j < q, d(yj) = p. 
> 

DEFINITION Un graphe simple G est dit héyu&ek dc degtié r, si Vu t X, 

d(x) = r. Un graphe simple régulier de degré 3 est dit cubique. 

EXEMPLE 1 Dn est régulier de degré 0. 

EXEMPLE 2 Kn est régulier de degré n - 1. 

EXEMPLE 3 Kn n est régulier de degre n. 
> 

5 

EXEMPLE 4 Le graphe du mouvement de la tour, T,, est régulier de 

degré 14. 
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EXEMPLE 5 Le cube de dimension n, Bn, est régulier de degré n. 

Voici un premier résultat, très utile, en particulier pour compter le 

nombre d'arêtes dans un graphe simple. 

LEMME (des poignées de mains) Soit G = (X,A) un graphe simple, alors 

1 d(x) = 2 . IAI. 
xtx 

Pftuue: Dans la somme de gauche, chaque arête, puisqu'elle a deux ex- 

trémités, est comptée exactement deux fois. 

DEFINITION x E X est dit pti si d(x) est un entier pair; 

x t X est dit impairr si d(x) est un entier impair. 

COROLLAIRE Dans un graphe simple quelconque, le nombre de sommets 

impairs est toujours un entier pair. 

Preuve: Soit P et 1 l'ensemble des sommets pairs et impairs respecti- 

vement. Bien sür, P u 1 = X et P n 1 = 0. 

ûn a 2 * IA1 = xCx d(x) = C d(x) + C d(x). Or, x t P <=> d(x) est pair. 
XCP xc1 

Les entiers 2 . IA1 et x:p d(x) sont donc pairs. Il en est de même de 

leur différence, C d(x). On en deduit que II1 est pair puisqu'une 
XE1 

somme d'entiers impairs est paire si et seulement si il y en a un nom- 

bre pair. 

COROLLAIRE Si G est un graphe régulier de degré r, alors IA1 = kr .I X 1 

PROPOSITIOi~ Soit G = (X,A) un graphe simple tel que 1x1 > 1, alors 

il existe x,y E X tels que x * y et d(x) = d(y). 

PtLeuwe: Soit n = IGI. Si tous les sommets sont de degrés différents, 

alors, puisque Vx, 0 5 d(x) i n-l, G contient un et un seul sommet, 

disons xi, de degré i, pour i = 0, 1, 2, . . . . n-l. Fiais 

n-l > 0 ==> x n-1 existe et d(xnml) = n-l => x~,-~ est adjacent à tous 

les sommets de G => Vi, d(xi) > 0. 

Contradiction car d(x,) = 0. 
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DEFINITION Soit deux graphes simples G = (X,A) et 6' = (X';A'); un 

~tatnumu&~si&inmc de G à G' est une fonction IJJ: X -> X' telle que 

tfx ci X, Yy c X, ix,y} t A => {$(x),$(y)} F A'. 

DEFINITION Si l'homomorphisme $ est une fonction bijective telle que 

Q-l: X' -> X soit également un homomorphisme de graphes simples, alors 

$ est appelé un ti~tn~tipltinme de G à G'. En d'autres mots, un isomor- 

phisme : G -> G' est une bijection $: X -> X' telle que 

ix,yl i A c=> {$(x),$(y)} c A'. Bien sûr, la fonction Y$ définie par 

$({~,y)) = {@(x),$(y)} est alors une bijection de A sur A'. Lorsqu'un 

isomorphisme de G à G' existe, on dit que G et G' sont hnumu@ten et 

on écrit G - G'. 

Par exemple, il est facile de voir que les graphes simples En et K1 n, 

définis précédemment, sont isomorphes. Il suffit, par exemple, de ' 

considérer la bijection Q: {O,l,Z,...,n} -> {x1,yI,y2,...,yn} définie 

par Q(O) = x1 et pour 1 5 j 5 n, Q(j) q yj. 

PROPOSITION Soit Q : G d G' un isomorphisme de G = (X,A) a 

G~=(~:AI), alors IXI = IX?, IAI = IA'I et Vx F X, d(x) = d($(x)). 

PTUILYJ: On sait que il, : X -> X' induit une bijection G : A -> A'. 

De plus, Vx c X, s applique bijectivement {{~,y) F A} sur 

CC$(X),lJ(Y)li. 

Or, d(x) = jiix,y? c A)/ et d($(x)) = /{i$(x),z} E A'}/ = 

REMARQUE La réciproque est fausse en général, 

ver deux graphes simples G = (X,A) et G' = (X',A 

une bijection $ : X -> X' telle que Vx E X, d(x 

exemple les exercices 8c, 8d et 12. 

c.-à-d. on peut trou- 

') non-isomorphes et 

) = d($(x)). Voir par 

EXERCICES 

1. Combien y a-t-il d'arêtes dans les graphes simples Cg, De, Rg, F8 

et Te, des mouvements des pièces aux échecs? 

2. Prouver que dans une réunion mondaine il y a toujours deux per- 

sonnes ayant le même nombre d'amis présents. 

3. Ecrire tous les homomorphismes du graphe simple t 
b c- 

. a C,. ~ 
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4. Combien y a-t-il d'isomorphismes de En sur K1 n? 
9 

5. Soit G = (X,A) un graphe simple; montrer qu'il y a 2 . ]AI homo- 

morphismes de K2 à G. 

6. Combien y a-t-il d'homomorphismes de C, à K2? de 0, à Km? de 

Km à Dn? 

7. En comptant de deux façons les arêtes de Kn+l, établir la formule 

1+2t...-tn= n(n f 1) 
2. 

8. Les graphes simples suivants sont-ils isomorphes? 

a. 

b. 

C. 

Le cube B3 et P(4,l). 

FIG,13 
et 

e. 

9. Dessiner tous les graphes simples dont l'ensemble des sommets est 

{1,2,...,n} pour n = 1, 2, 3 et 4. Parmi ces graphes, lesquels 

sont isomorohes? 

10. Combien le cube de dimension n, Bn, admet-il de sommets et 

d'arêtes? 
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11. Une suite décroissante d'entiers naturels est dite gtrap&que s'il 

existe un graphe simple dont les degrés des sommets sont ces en- 

tiers. Parmi les suites suivantes, lesquelles sont graphiques? 

a. 3, 3, 2, 1, 1 b. 3, 3, 1, 1 

c. 3, 3, 2, 2 d. 4, 2, 1, 1, 1, 1 

e. 5, 3, 2, 1, 1, 1 f. 5, 4, 3, 1, 1, 1, 1 

12. Trouver deux graphes non-isomorphes d'ordre 5 ayant 3, 2, 2, 2, 1 

cornne suite des degrés. 

13. A une réunion mondaine, il y a m personnes qui sont membres de 

diverses associations. Sachant que: 

a. il y a n associations,comprenant chacune 3 membres; 

b. deux associations quelconques ont toujours exactement un mem- 

bre en commun; 

C. chaque personne est membre d'exactement 2 associations; 

trouver les valeurs de n et de m. 

*14. Soit n 1 3 et 1 5 k < n. 

a. Montrer que les graphes de Petersen généralisés P(n,k) et 

P(n,n-k) sont egaux. 

b. Pour n z 2k, montrer que P(n,k) est cubique. 

c. Si 1 i r < n et 1 5 s < n sont tels que rs : '1 (mod n), 

montrer que P(n,r) et P(n,s) sont isomorphes. 

15. Montrer que le graphe de Petersen est FIGm 16 
. 

isomorphe au graphe simple suivant: 

Ad 

DEFINITION On dit que H = (Y,B) est un noti-ghuphc de G = (X,A) si 

YcXetBiA, c.-à-d. si l'inclusion de Y dans X est un homomorphisme 

de H dans G. 

DEFINITION Soit G : (X,A) un graphe simple et !8 z Y & X. Le sous- 

graphe de G engendré par Y, dénoté Gy, est défini par 
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Gy = (Y,%(Y) n A). En particulier pour x E X et IGI i 1, le SOUS- 

graphe G - x est défini par G - x = Gy où Y = X - 1x1. 

DEFINITION On dit que H = (Y,B) est un gfiaphe pahk?L de G = (X,A) 

si X = Y et B 5 A, c.-à-d. si l'identité de X est un homomorphisme de 

H dans G. Pour obtenir un graphe partiel de G, on doit donc prendre 

tous les sommets de G et on peut supprimer quelques arêtes de 6. 

DEFINITION Soit G = (X,A) un graphe simple et B c A. Le graphe 

partiel de G engendré par B est défini par GB = (X,B). En particulier, 

pour a t A, on définit le graphe partiel G - a par G - a = (X, A - {a}). 

EXEMPLE 1 Dans Q (le graphe simple des routes du Québec), le graphe 

simple des routes de la Gaspésie forme un sous-graphe et le graphe 

simple des routes à quatre voies en est un graphe partiel. 

EXEMPLE 2 Kp q est un sous-graphe de K 
ptr,qts' 

EXEMPLE 3 Kn admet Dn comme graphe partiel. 

EXEMPLE 4 R,, F, et T, sont des graphes partiels de 22,. 

EXEMPLE 5 Dn est un sous-graphe de Km si m 2 n. 

DEFINITION Etant donné deux graphes simples G = (X,A) et 

6' q (X',A'), la fi@urziun de ces graphes est le graphe simple 

G II G' = (X u X',A II A'). 

Par exemple, on a R, = En II C, et D, = T, u F,. 

DEFINITION Etant donné deux graphes simples G = (X,A) et G' = (X',A') 

où X 11 X'= 0, le juir~f G v G', de ces graphes simples, est defini par 

G v G' = (X u X',A") où A" = A u A' 1~ {{x,x')lx E X et x' t X'?. 

Par exemple, pour X = {Xl,...,Xp} et Y = {y,,y,,...,yq}, on a 

DX v Dy = Kp,q. De même pour X = 101 et n 2 1, on a DX v C, = R,. 

DEFINITION Le cum@?iimenRtihe du graphe simple G = (X,A) est le 

graphe simple G = (X,q(X)-A). 



EXERCICES 
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16. 

17. 

18. 

19. 

20. 

21. 

22. 

*23. 

24. 

Montrer que si G est d'ordre n et est régulier de degré r, alors 

G est régulier de degré n - r - 1. 

Soit G1 et G2 deux graphes simples; montrer que G 2 G2<& c1 = G . 
1 2 

Un graphe simple G est dit CU&-comp8PTnetiai~e s'il est isomorphe 

à son complémentaire. Montrer que C, est auto-complémentaire. 

Prouver que si G est auto-complémentaire, alors IGI q 0 ou 

1 (mod 4), c.-à-d. IGI est un multiple de 4 ou un multiple de 4 

plus 1. 

Trouver, à isomorphisme près, tous les graphes simples auto- 

complémentaires d'ordre ~7. 

Soit n > 1 et x un sommet de Kn; montrer que K, - x = Knmi. Soit 

p si 1 et q 2 1, et xi, 1 < i 5 p, un sommet de K 

K xi est isomorphe à K 
PT9 

; montrer que 

P3q - 
p-1 

, 
q si p > 1 et est isomorphe à D 

9 
si p = 1. 

Combien y a-t-il de graphes simples G = (X,A) tels que 

X = Cl,Z,...,ni? 

Parmi ceux-ci combien ont exactement m arêtes? 

iln graphe G = (X,A) est dit pa.2~ si tous ses sommets sont pairs. 

Montrer qu'il y a autant de graphes simples pairs sur tl,Z,...,n t 11 

que de graphes simples sur {l,Z,...,nl. 

Soit X et Y deux ensembles finis disjoints. 

Montrer que 

a. DX~Dy=DX,,y 

b. KXvKY=KXvy 

C. KX u KY = DX v DY. 

DEFINITION Une b+atitiLon du graphe simple G = (X,A) est une paire 

iY,Zi où Y 5 X, Z 5 X, Y n Z = @, Y IJ Z = X, et telle que A n T(Y) = 0, 
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A n c(Z) = 0, c.-â-d. un partage de X en deux classes Y et Z telles 

qu'une arête de G relie toujours un sommet de Y à un sommet de Z. Le 

graphe simple G est dit b+wLTA. s'il admet une bipartition. 

EXEMPLE 1 Par définition, K 
P,q 

est biparti. 

EXEMPLE 2 Le graphe C, est biparti. En effet Y - {cases blanches1 

et Z = {cases noires} définissent la bipartition {Y,Z} de Cg. 

EXERCICES 

25. Montrer que le graphe discret Dr,, n 2 1, admet exactement 2"-' 

bipartitions distinctes. 

26. Pour quelles valeurs de n le graphe simple suivant est-il biparti? 

a. 
Kn 

b. Pn 

C. C 
n d. E 

n 

e. R 
n 

27. Prouver que tout sous-graphe d'un graphe biparti est biparti. 

DEFINITION Soit G = (X,A) un graphe simple, \AI t 0. Son gtiU)J/lt- 

cviêfe (ou gtiuphe fiiep~@~ertRcLtAfi) est le graphe simple G* = (A,B) où 

{a1,a21 t Bi=>s 
1 

tA,a ? E A, I a1 n a2 I= 1. Pour construire G*, 

on prend comme sommets les milieux des arêtes de G; les milieux des 

arêtes a1 et a2 sont ensuite liés par une arête dans G* si et seule- 

ment si les arêtes a1 et a2 sont incidentes à un même sommet. 

EXERCICES 
FIG,17 

28. Vérifier que les deux graphes simples 

suivants ont des graphes-arêtes 

isomorphes: 

m 
29. Trouver une expression pour le nombre d'arêtes de G*. 

30. Montrer que le graphe-arête de Kn est régulier de degré 2n - 4 

et a fn(n - 1) (n - 2) arêtes. 

31. Montrer que le graphe-arête de K5 et le complémentaire du graphe 

de Petersen sont isomorphes, c.-à-d. (KS)* c P(5,Z). 
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2 boucles et arêtes multiples 

Certaines situations, pour être bien représentées, demandent la présence 

de boucles en certains sommets ou d'arêtes multiples entre certaines 

paires de sommets. Dans cette section, nous étendons la notion de 

graphe simple pour permettre ces possibilités. 

DEFINITION Un ympi~e uuec 6uuCeen G est un couple (X,A) où X est un 

ensemble fini et A 5 6)*(X) v q(X). 

REMARQUE Dans un graphe avec boucles G = (X,A), afin de conserver 

le lemme des poignées de mains, il est préférable de poser, pour x c X, 

d(x) = 

/ 

/{a f p2(X) n AIX c al/ -f 2 si 1x1 c A 

/{a c 2(X) n AIX E a)\ si Ix3 6 A. 

DEFINITION Un mtitighalslre G est un triplet (X,A,f) où X et A sont 

des ensembles finis quelconques et f : A -> 5(X) une fonction, dite 

d' iHc,idcllce. 

EXEMPLE Soit X = {1,2,3,41 et 

A = {a,b,c,d,e}. Supposons que 

f : A --> p2(X) est définie par 

f(a) = f(b) = f(c) = {1,2}, 

f(d) - f(e) = 11,31. Ce multigraphe peut 

être représenté par la figure planaire 

à droite : 

DEFINITION Un mu!?Rhg,tiaphe avec buucl~ G est un triplet (X,A,f) où 

X et A sont des ensembles finis et f : A -> d>2(X) u $(X) est une 

fonction. En d'autres mots, on permet la présence de boucles mul- 

tiples en un sommet et d'arêtes multiples entre deux sommets don ni ëS. 

REMARQUE Pour x i X, on pose alors 

d(x) = lia c Alf (a) F a*(X) et x t f(a)}\ f 211a F Alf(a) = 1x11 

EXEMPLE Dans le multigraphe avec boucles représenté par la figure 

19, on a d(x) = 4, d(y) = 7, . . . . et C d(z) = 2 + \AI. 
ZCX 
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DEFINITION Un hqpeagmphc! G est un couple (X,A) où 

A c@*(X) = 6(X) - t01. 

EXEMPLE Soit X = {1,2,3,41 et A = {(1,2,3},{4},{3,4},{1,41}. 

FIGaZ 

REMARQUE Dans l'hypergraphe G = (X,A), on définira le degré du som- 

met x par d(x) = lia E Aix c a)j. On a alors C d(x) = C lai. 
X<X acA 

Une autre extension de la définition de graphe simple consiste à rem- 

placer les arêtes par des "arêtes orientées", c.-à-d. des &&&.kti. On 

obtient alors la notion de graphe orienté à laquelle nous reviendrons 

en détail au chapitre II. 

Pour la suite du chapitre 1, afin de simplifier l'écriture, nous ne 

considérerons, sauf mention expresse du contraire, que des graphes 

simples. 

3 chaîne, cycle; connexitd 

DEFINITION Dans un graphe simple G = (X,A), une chtiwz c est une 

séquence finie de sommets, x0, x1, . . . . xm, telle que VO < i < m, 

iXi'Xitl} E A. On écrit c = rx,, x1, . . . . x,1. L'entier m s'appelle 

la k~~guew de la chaîne et on écrit m = g(c). Les sommets x0 et xm 

sont appelés les erD~émL~é6 respectivement iCLC&e et &M&L de c. 

Lorsque x0 = xm, on dit que la chaîne est deiim@e et on l'appelle un 
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cycle en xo. En chaque sommet x, on admet le cycle c = [xl de lon- 

gueur zéro. Une chaîne de longueur 2 1 dont toutes les arêtes 

Ixi,xitl} sont distinctes est dite n&@e. Une chaîne dont tous les 

sommets xi (sauf peut-être xo et xm) sont distincts est dite ~&nc~aine. 

EXEMPLE Dans la roue R, (fig. 21), la FIG,21 1 
chaîne c1 = r1,0,2,3,4,oi est simple, la 

chaîne c? = 15,0,2,11 est élémentaire, la 5 2 

chaîne c3 = 11,0,1,2,0,11 est un cycle et 

la charne c = ri,2,0,3,4,o,i 1 est un cycle 

simple. Pozr chaque sommet i, la chaîne CB 

0 

4 3 

Ii I est un cycle élémentaire mais non simple. 

REMARQUE Dans le graphe simple G = (X,A), s'il existe une chaîne du 

sommet x au sommet y, alors il existe une chaîne élémentaire de x à y. 

En effet, soit c = 1x0,x1,... ,x,1 une chaîne de x à y qui soit de lon- 

gueur minimum. Cette chaîne est nécessairement élémentaire car si 

xi = xj pour 0 -' i c j 5 m, alors c' = rxO,xl,...xi,x. x 1 J+l'Xj+29'..y m 
est une chaîne de x à y de longueur m - j + i < m. Ce qui contredit 

le choix de c. 

DEFINITION Un graphe G est connexe si Vx, Vy, il existe une chaîne 

de x à y. 

Sur l'ensemble X des sommets du graphe simple G = (X,A), on définit la 

relation suivante: x - y <-=> il existe une chaîne de x à y dans G. Il 

est clair (voir la solution de l'exercice 37 page 125) que - est une 

relation d'equivalence sur X. Soit X1,X2,...,Xk les classes d'équiva- 

lence de - et posons, pour 1 5 i i k, Gi = Gx,, le sous-graphe de G 

engendré par Xi. Ces graphes simples Gi (qu'bn appelle les componatiti 

connexeA de G) sont connexes. 

EXERCICES 

32. Dans le graphe de Petersen, trouver des cycles simples de longueur 

respective 5, 6, 8 et 9. 

33. Montrer que G et G ne peuvent pas tous deux être non-connexes. 

34. Montrer que si G est connexe, alors G* est également connexe. 
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*35. Un bhti dc Bongwti k dans le graphe simple G = (X,A) est une 

chaîne simple [xO,xl,...,xkl, k > 0, telle que d(x,) = 1, 

d(x,) = d(x,) = . . . = d(xkml) = 2 et d(xk) > 2. Soit B(G) la 

longueur du plus long bras de G. 

Prouver que: a. G1 = G2 ->B(G,) = B(G,). 

b. s'il existe x t X, d(x) = 1, alors B(G*)= B(G) - 1. 

C. si Vx, d(x) f 1, alors B(G*) = B(G) = 0. 

*36. a. Montrer que si G est isomorphe à son graphe-arête, alors il 

est régulier de degré 2. 

b. Trouver tous les graphes simples isomorphes à leur graphe- 

arête. 

“37. Soit G = (X,A) un graphe simple ayant n sommets, m arêtes et k 

composantes connexes. Montrer qu'alors 

n-kim<$(n-k)(n-k+l) 

38. Prouver que si un graphe simple d'ordre n a plus de $n - l)(n - 2) 

arêtes, alors il est connexe. 

*39. Soit G = P(n,k) le graphe de Petersen généralisé d'indices n et k 

où n 1 3, 1 :: k < n et n z 2k. Soit Y = {y,,y,,...,yn} et H = GY. 

Prouver que H est la réunion disjointe de (n,k) cycles chacun de 

lno:;u;;r & où (n,k) indique le plus grand commun diviseur de 

40. Prouver qu'un graphe simple biparti connexe n'admet qu'une seule 

bipartition. 

Voici une caractérisation très simple des graphes simples bipartis. 

PROPOSITION Soit G = (X,A) un graphe simple. Alors G est biparti si 

et seulement si G ne contient aucun cycle de longueur impaire. 

Phe.uve: Supposons que le graphe simple biparti G contienne un cycle 

[x1>...x2n+l> x1 1 de longueur impaire. Soit {Y,Zl, où Y n Z = 0, 

Y u Z = X, une bipartition de G avec disons xi t Y. Puisque 

{x~,x~+~} t A, 1 i i < 2n t 1, on a x2 F Z, xq E Y, . . . . x2,,+] t Y et 

x1 c z. Ce qui est absurde puisqu'alors x1 c Y n Z = 0. 

Inversement, supposons que G ne contienne aucun cycle de longueur im- 

paire. Pour construire une bipartition de G, il suffit de construire 

une bipartition de chaque composante connexe de G. Supposons donc, 
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sans perte de généralité, que G soit connexe et soit x0 t G. On pose 

Y = {X/~C, chaîne de x0 à x telle que 1(c) soit paire} et 

Z = Ixlk, chaîne de x0 à x telle que L(c) soit impaire}. Puisque G 

est connexe, X = Y u Z. Pour voir que Y n Z = 0. supposons le con- 

traire. Soit x c Y ii Z. Prenons donc deux chaînes c1 de x0 à x et 

c2 de xc> à x telles que t(c,) soit paire et .6(c,) soit impaire. La 

chaîne c1 + (-c,) formée des sommets de cl, suivis de ceux de c2 dans 

l'ordre inverse, est fermée et de longueur impaire. Ce qui contredit 

l'hypothèse sur G. Il est maintenant facile de voir que {Y,Z} est une 

bipartition de 6. En effet, soit a = {x,x'} t A. Si x c Y, alors il 

existe une chaîne [x~,x~,...,x~~-~,x] de longueur paire de x0 à x. 

On a donc x' E Z car rxO,xl,...,xzk-i, x,x'1 est une chaîne de longueur 

impaire de x0 à x'. De même, si x c Z, alors x' F Y. Ceci termine 

donc la démonstration que {Y,Z} est une bipartition de G. 

REMARQUE Il est maintenant évident que Cn est biparti si et seule- 

ment si n est pair. 

4 graphes eulériens et hamiltoniens 

DEFINITION Un cy&e euR@tien (respectivement une ciwQ~e eLLe6&ienne) 

dans G est un cycle (respectivement une chaîne) contenant chaque arête 

de G une et une seule fois. 

DEFINITION Un graphe simple est dit euf?éfi~e~i (respectivement semi- 

cuJ!cjttiell) s'il possède un cycle eulérien (respectivement une chaîne 

eulérienne). 

REMARQUE Pour un multigraphe G, on a des définitions naturelles de 

chaîne, cycle, cycle eulérien et chaîne eulérienne. Un multigraphe 

est dit eulérien (respectivement semi-eulérien) s'il admet un cycle 

eulérien (respectivement une chaîne eulérienne). 

EXEMPLE 1 Le graphe simple G, (fig. 22) 

n'est pas eulérien et n'est pas semi- 

eulerien: 
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EXEMPLE 2 Le graphe simple G2 (fig. 23) 

est eulérien puisque 

c = ia,b,c,g,f,c,d,f,e,d,b,e,a] en est un 

cycle eulérien: 

EXEMPLE 3 Voici le vieux problème (1736) des ponts de Konigsberg. 

Dans la ville de Kdnigsberg, dont voici une vue aerienne, il y a sept 

ponts (fig. 24): 

FIG,24 

Est-il possible de partir d'un point (sur la carte) et de se promener, 

en passant exactement une fois sur chaque pont, de façon à revenir à 

son point de départ? Considérons le multigraphe dont les quatre som- 

mets A, 6, C, D, sont les régions de terre (2 rives et 2 îles) et 

dont les arêtes sont les ponts reliant ces réqions (fig. 25). 

Le problème se ramène donc à trouver un cycle eulérien dans ce 

multigraphe. 

Afin de résoudre le problème des ponts de KUnigsberg, ainsi que tous 

les problèmes analogues, Euler a trouvé la caractérisation suivante 

des graphes simples (et des multigraphes) euleriens. 

THEOREME (Euler, 1766). Un graphe simple connexe G = (X,A) est eu- 

lérien si et seulement si Vx t X, d(x) est pair. 

Preuve : Soit c un cycle eulérien du graphe simple eulérien G et x un 

sommet de G. La chaîne c contient alors les d(x) arêtes ayant x comme 

extrémité. Comme c arrive à x autant de fois qu'il part de x, et 

comme il utilise chaque arête exactement une fois, d(x) est pair. 

Réciproquement, supposons que G n'a que des sommets pairs. Prenons 

x0 c: X et choisissons, en partant de x0 , aussi longtemps que possible, 

de nouvelles arêtes pour former une chaîne simple cl. En fait, c1 est 



à x1. Rallongeons le cycle c1 en insérant en x1 le cycle ci pour 

former un cycle, disons c2, de x0 à x0 dans G. Si A - c = @, alors 2 

C.7 est le cycle eulérien cherché. Sinon la même construction appli- 

quée à c? donne un nouveau cycle cg de x0 à x, encore plus long. 

Comme IA1 est un entier fini, ce procéde aboutit à un cycle simple ck 

en x0 tel que A - ck = I?J et ck est le cycle eulérien cherche. 

EXEMPLE Appliquons la preuve du theorème 

précédent pour trouver un cycle eulérien 

dans le graphe simple suivant (régulier de 

degré 4) où X = {1,2,...,81: 

x" = 1, c, = 11,2,3,4,1,5,6,7,8,1] 

A - cl ri 0. x1 = 8, c; = 18,5,2,6,3,7,4,81 
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un c,ycle en x0, sinon l'extrémité finale de c1 serait un sommet de 

degré impair. Si A - c1 = 0. alors c1 est le cycle eulérien cherche. 

Si A - cl* 0, soit x 1 un sommet par lequel passe c1 et tel que dans le 

graphe partiel G - c,, d(xl) > 0. Ceci est possible car G est connexe. 

Remarquons que le graphe G - c1 n'est pas necessairement connexe mais 

que tous ses sommets sont pairs. Dans la composante connexe de G - c1 

contenant x1, construisons comme précédemment un cycle simple c; de x1 

C 
2 

= 11,2,3,4,1,5,6,7,8,5,2,6,3,7,4,8,11 = A. 

LEMME Soit G un graphe simple connexe. Ce graphe simple est semi- 

eulérien si et seulement si il admet zéro ou deux sommets impairs. 

P?eu~: Même preuve que le theorème précédent. Si 111 = 0, la 

chaîne sera un cycle et le graphe simple sera eulérien. Si 111 = 2, 

alors toute chaîne eulérienne de G aura les deux sommets impairs 

comme extrémités. 

APPLICATION Etant donné une figure planaire (page 87), elle pourra 

être tracée sans lever le crayon et en ne passant qu'une seule fois 

sur chaque trait, si et seulement si elle a zéro ou deux sommets 

impairs et n'est formée que d'un "morceau". 

La preuve du théorème d'Euler nous permet de formuler 1'uJguhithme de 

FVeu,?y permettant de construire un cycle eulérien (respectivement 

chaîne eulérienne) dans un graphe eulérien (respectivement semi- 

eulérien) donné. Cet algorithme est constitué de deux étapes: 
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. choisir un sommet x (respectivement un sommet impair x) et une arête 

incidente à x; 

**choisir successivement des arêtes adjacentes de façon qu'à chaque 

étape, le graphe simple obtenu en effaçant l'arête choisie et peut- 

être un sommet autre que x devenu isolé, soit connexe. 

EXEMPLE Appliquons l'algorithme de Fleury pour trouver un cycle 

eulérien dans un graphe simple (fig. 27). 

DEFINITION Dans un graphe simple G, un cycle est dit Ciami&etu~~ien 

(une chaîne est dite harn&k~~~&~~e) s'il (si elle) passe une et une 

seule fois par chaque sommet de G. 

DEFINITION Le graphe simple G est hati&oh,&w (A&mi-hamhefotien) 

s'il possède un cycle hamiltonien (une chaîne hamiltonienne). 

EXEMPLE (Euler). Le problème de "la 

marche du cavalier" est qu'il doit visi- 

ter toutes les cases d'un échiquier à 

l'aide de mouvements successifs de cava- 

lier pour ensuite revenir à son point de 

depart. Ceci revient donc à trouver un 

cycle hamiltonien du graphe simple C 8' 
En voici une solution donnant également 

un carre magique, c.-à-d. que la somme 

de chaque ligne ou colonne est la même, 

soit 260. 

1 FIG,28 I 
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La situation est beaucoup plus complexe pour les graphes simples hamil- 

toniens et semi-hamiltoniens qu'elle ne l'est pour les graphes simples 

eulériens et semi-eulériens. Il n'y a pas de "bonne" caractérisation 

des graphes simples hamiltoniens, seules quelques conditions suffisan- 

tes sont connues. 

A titre d'illustration, considérons le théorème suivant: 

THEOREME Soit G = (X,A) un graphe simple d'ordre n 2 3. Si, pour 

toute paire de sommets non-adjacents x, y on a d(x) + d(y) 2 n, alors 

G est hamiltonien. 

Preuve : La preuve est par l'absurde. Supposons donc que G satisfait 

aux conditions mais n'est pas hamiltonien. Sans perte de généralité, 

supposons G maximal, c.-à-d. que l'ajout d'une arête quelconque à G 

le rend hamiltonien. Soit x et y deux sommets non-adjacents. (Ils 

existent puisque n > 3 et G n'est pas complet). Puisque G + {~,y} est 

hamiltonien, il existe dans G une chaîne simple passant par chaque 

sommet une et une seule fois. Disons rx = v~,v~,v~,...,v~-~,v~ = y]. 

Soit S = {iI{v l,~i+i? r Al et T = {iI{vi,vn} t A}. On a 1 t S, 

n -14 S,n é S,l BT,n -1cTetn éT. De plus, S n T = @ car 

si i c S n T, alors Ivl,vitl} et {vi,vnl sont dans A et 

rvlyv "."Vi'Vn,Vn-,'...,Vi+i 2 ,V,l 

est un cycle hamiltonien de G ce qui contredit le choix de G. On a 

donc d(x) + d(y) = /SI + 1Tl = 1S u Tl i l{l,Z,...,n-111 c n. 

Contradiction. 

COROLLAIRE (Théorème de Dirac (1952)). Si 6 est un graphe simple 

d'ordre n 13 et V sommet x, on a d(x) 2 in, alors G est hamiltonien. 

Preuve: On voit facilement que G répond aux conditions des hypothèses 

du théorème précédent. En effet, si x et y ne sont pas adjacents, 

alors d(x) + d(y) z $ + 2 = n. 

EXERCICES 

41. Les figures suivantes peuvent-elles être tracees sans lever le 
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crayon et sans passer deux fois sur un même trait (si oui, 

comment)? 

FIGn2.9 =IG, 30 

a 

42. Trouver un qraphe simple eulerien non-hamiltonien et un qraphe 

simple hamiltonien non-eulerien. 

43. Les graphes simples suivants sont-ils connexes? eulériens? 

hamiltoniens? a. 7, b. Fg c. 

44. Est-il possible de tracer une courbe 

continue coupant chacun des 16 seq- 

ments de la figure suivante exactement 

une fois? 

R8 d. C, 

FIG, 31 

i-l 

45. Prouver que si G est eulérien, alors son graphe-arête G* est 

hamiltonien. 

46. Soit G le graphe de Petersen. Prouver que G n'est pas hamilto- 

nien mais est semi-hamiltonien. Prouver que Vx t X, G - x est 

hamiltonien. 

47. Pour quelles valeurs de p et q les graphes simples suivants 

sont-ils eulériens? hamiltoniens? 

a. K 
P 

b. Kp q c. R 
> P 

48. (Hamilton) Le graphe simple suivant appelé 

le dodécahQ&e, est-il hamiltonien? 
FIG,32 

@ 
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49. Prouver que si G est un graphe simple 

biparti et d'ordre impair > 1, alors G 

est non-hamiltonien. En déduire que 

le graphe simple (fig. 33), appelé le 

gkupke de He~~cheR, est non-hamiltonien. 

50. Onze personnes dkirent se réunir une fois par jour autour d'une 

table circulaire. Si aucune des personnes n'accepte d'avoir 

deux fois un même voisin, pendant combien de jours consécutifs 

peuvent-elles se réunir et comment se placeront-elles? 

51. Douze personnes, dont 6 hommes et 6 femmes, désirent se réunir 

une fois par jour autour d'une table circulaire. Si chacune des 

personnes exige d'être entourée par deux personnes du sexe 

opposé et de ne jamais avoir deux fois un même voisin, pendant 

combien de jours consécutifs peuvent-elles se réunir et com- 

ment se placeront-elles? 

""52. DEFINITION Un cavalier de type (t-,s), r 2 1, s ~1, se dé- 

place en bougeant de r cases dans une direction et de s cases 

dans une des deux directions perpendiculaires. Soit 

C(n,m; r,s) le graphe simple du mouvement d'un cavalier de type 

(r,s) sur un khiquier n par m, n > 1, m > 1, c.-à-d. n colonnes 

de m cases. 

Prouver que : 

a. si r + s q 0 (mod 2) ou si (r,s) > 1, alors C(n,m;.r,s) est 

non-hamiltonien. 

b. si r t s : 1 (mod 2) et nm q 1 (mod Z), alors C(n,m; r,s) est 

non-hamiltonien. 

c. Vn, C(4,n; 1,2) est non-hamiltonien. 

Prouver que les graphes simples C(3,lO; 1,2), C(5,24; 1,4) et 

C(5,20; 2,3) sont hamiltoniens. 

**53. Soit T un triangle dont les sommets P,, P, et P, sont respecti- 

vement étiquetes 0, 1 et 2. Considérons une triangulation de 

T, c.-à-d. une subdivision de T en petits triangles telle que 
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si deux petits triangles se touchent, c'est qu'ils ont un 

sommet ou un côté en commun. Etiquetons arbitrairement 0, 1 

et 2 les sommets de la triangulation, autres que P,, P,, P,, 

de sorte que les sommets sur le segment PiPj aient des étiquet- 

tes choisies dans l'ensemble {i,jI, 0 5 i 5 2, 0 5 j 5 2, i z j. 

Démontrer qu'alors au moins un petit triangle reçoit les 3 ëti- 

quettes. Ce résultat s'appelle le lemme de Sperner et a d'im- 

portantes conséquences en topologie. On peut, par exemple, 

l'utiliser pour démontrer le théorème du point fixe de Brouwer: 

toute fonction continue f : T + T admet un point fixe, c.-à-d. 

3x c T tel que f(x) = x. 

5 autres définitions 

Soit G = (X,A) un graphe simple. Pour x, y E X, posons 

d(x,y) = m si{clcestunechaînedexày}=@ 

min ik'(c)Ic est une chaîne de x à y} autrement. 

LEMME Si G est connexe, alors la fonction d: X x X + R est une 

distance sur l'ensemble X des sommets de G. 

Pheuvc. Bien sûr, on a 0 i d(x,y) < m et d(x,y) = 0 <=> x = y. De 

plus, en renversant les chaînes, on voit immédiatement que 

d(x,y) = d(y,x). Finalement, si d(x,y) = n et d(y,z) = m, il y a 

alors une chaîne de longueur n + m de x à z. On a donc, 

d(x,z) f n t m = d(x,y) + d(y,z), et l'inégalité du triangle est 

bien vérifiée. 

Dans le chapitre 3, nous verrons plusieurs algorithmes permettant de 

calculer , dans un graphe simple (ou dans un graphe orienté), la dis- 

tance entre deux sommets donnés. 

DEFINITION Un g&~dé%~ue de x à y est une chaîne de x à y de lon- 

gueur d(x,y). 
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DEFINITION Le d&zmtie 6(G) du graphe simple connexe G est la lon- 

[lueur du plus long géodésique de G. On a 6(G) ; max id(x,y)lx,y c X1. 

EXEMPLE Ici d(a,y) = 2, d(a,x) = 1, 

d(v,y) = 3 et S(G) = 3. De plus, 

Iv,u,x,yi et rv,w,z,yl sont deux gëodé- 

siques de longueur maximum. Notez que 

Iv,u,a,w,z,x,yl est une chaîne élé- 

mentaire de longueur 6 dans G. 

FIG, 34 

"my 

W z 

DEFINITION L'excentitié du sommet x est le nombre 

e(x) = max d(x,y). 

YCX 

DEFINITION Un ceh0te de G est un sommet x d'excentricité minimum, 

c.-a-d. un x tel que e(x) = min e(y). 

YCX 

DEFINITION Le tigon de G, noté r(G), est l'excentricité d'un 

centre quelconque de G. 

REMARQUE On a donc min e(x) = r(G) et max e(x) = 6(G). 
xrx X<X 

EXEMPLE Dans l'exempll e (fig. 34), les excentricités des sommets 

c,ont: e(a) = e(u) = e(x) = e(z) = e(w) = 2 et e(y) q e(v) = 3. 

Ce graphe simple a pour rayon 2 et admet cinq centres. 

EXERCICES 

'14 . Pour les graphes simples K,, C,,, Rn, En et Kn m, 
9 

a. trouver l'excentricité de chaque sommet; 

b. trouver le diamètre et le rayon. 

55. Montrer que En et Rn n'ont qu'un seul centre mais que Cn en a n 

(où n 1 3). 

56 . Prouver que dans un graphe simple G, on a toujours 6(G) < Zr(G). 
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*57. Prouver que dans un graphe simple connexe G, deux chaînes éle- 

mentaires de longueur maximum ont toujours au moins un sommet 

en commun. 

DEFINITION Un néparitieuh du graphe simple G = (X,A) est un ensemble 

B d'arêtes tel que le graphe simple (X, A-B) soit non-connexe, mais 

Vb c B, (X, A-(B-lb})) soit connexe. 

DEFINITION Si {a) est un séparateur de G, alors l'arête a est ap- 

pelée un inR/m~e (ou un potif) de G. 

EXEMPLE Ici ib,c} est un séparateur, 

{a,b) ne l'est pas et l'arête a est un 

isthme. 

DEFINITION Si B est un séparateur du graphe simple connexe G, 

alors (X, A-B) a exactement deux composantes appelées les tiua du 

séparateur. Si chacune de ces rives possède un cycle simple, alors 

le séparateur est dit rzun-0~,CaL (sinon il est dit Rtik&). 

EXEMPLE 1 Dans le graphe simple de la figure 35, {b,c} et {a} sont 

des séparateurs mais seul {a} est non-trivial. 

EXEMPLE 2 Dans le graphe de Petersen, les rayons, c.-â-d. les 

arêtes {xi,yi}, 1 5 i i 5, forment un separateur non-trivial de car- 

dinalité 5. 

DEFINITION Un sommet x est un point d’cuukxbtiorz du graphe sim- 

ple connexe G = (X,A) si le graphe simple G - x n'est pas connexe. 

EXEMPLE Dans le graphe simple de la figure 35, le sommet x est un 

point d'articulation mais y ne l'est pas. 

DEFINITION Un @feuri &M@C&Q de G = (X,A) est un graphe partiel 

L = (X,B) qui est régulier de degré 1. 

REMARQUE Si G admet un facteur linéaire, alors ord 6 est un entier 
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pair. En effet, ord G = ord L = 1x1 = C 1 = 1 deg x = 21BI. 
xtx xcx L 

DEFINITION Une @ctw~ibtiun finécMne de G = (X,A) est une parti- 

tion des arêtes, A = B1 0 B, u . . . II Bk, telle que Li = (X,Bi), 

i 1, 2, . . . . k, soit un facteur linéaire de G. Dire que 

jB,.BZ,..., Bkl est une partition de A veut évidemment dire: 

k 
1) 1, Bi = A, 2) i 

i=l 
z j =\ Bi n Bj = ,0 et 3) Vi, Bi f g. 

REMARQUE Si G admet une factorisation linéaire A = B1 II . . . 0 Bk, 

alors G est régulier de degré k. 

DEFINITION Une @etuh~~at~un Li~7Vahe A = B, II . . . II Bk de 

G (X,A) est dite Ilam,&bbtienne si Vi 7: j, Bi u Bj forme un cycle 

harniltonien de G. 

DEFINITION Un graphe simple est dit @htemeYLt humi&utien s'il 

;Idmet une factorisation linéaire hamiltonienne. 

DEFINITION Un graphe fortement hamiltonien est dit purement lwn& 

((1nie1~ si toutes ses factorisations linéaires sont hamiltoniennes. 

DEFINITION Un graphe simple est un U-yhiaplw s'il admet exactement' 

une factorisation linéaire. 

EXERCICES 

58. Montrer que le graphe simple sui- 

vant (qui est d'ordre 16) n'admet 

aucun facteur linéaire: 

FIG, 36 

c$b 

59. Montrer que le graphe Simple sui- 

vant possède des facteurs lineai- 

res mais n'a pas de factorisation 

linéaire: 
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60. Prouver qu'un U-graphe est toujours purement hamiltonien. 

"61. Le graphe de Petersen possède-t-il une factorisation linéaire? 

62 

63 

Trouver une factorisation linéaire 

hamiltonienne et une factorisation 

linéaire non-hamiltonienne du gra- 

phe simple suivant: 

FIG,38 

:311b 

Montrer comment une factorisation linéaire de K10 peut servir 

à organiser un tournoi rotation entre 10 joueurs, c.-à-d. un 

tournoi où chaque joueur joue contre les 9 autres. 

64. Soit G = (X,A) et G' = (X',A') deux graphes simples cubiques. 

Soit A = B, u B, u B, et A; = Bi u Bi II B\ des factorisations 

linéaires hamiltoniennes de G et G' respectivement; de plus, 

soit x F X et x' t X'. Le m&agye w dc G QR G' pak happoti aux 

summeti x ti x' (noté GwG') s'obtient de G u G' en enlevant les 

sommets x et x', et en remplaçant, pour i = 1, 2, 3, les deux 

arêtes ai = iyi,x} t B. et a! = {y;,~'} 

ci = cyi,y;l. Montrer'que iT. C C 1 0U B' par 1'arête 
1 

1'2'3' _ 
Ci = (Bi - {ai})u (B; - {a;})u {ci}, pour i = 1, 2, 3, est une 

factorisation linéaire hamiltonienne de GwG'. Vérifier que K, 

est fortement hamiltonien et en déduire que Vk 2 2, il existe 

un graphe simple fortement hamiltonien cubique d'ordre 2k. 

"65. Prouver le lemme suivant de Blanche Descartes: soit G = (X,A) 

un graphe simple cubique, A = A, u A, u A, une factorisation 

linéaire de G et S c A un séparateur de G alors les trois en- 

tiers IS n A,I, IS n A,1 et IS n A,1 ont la même parité, 

c.-à-d. sont tous trois pairs ou tous trois impairs. Prouver 

que le graphe de Petersen n'admet aucune factorisation 

linéaire. 
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6 énigmes 

Par @~tigme, on entend jeu à une personne. Dans un tel jeu, il existe 

plusieurs positions ; un ensemble de règles (ou de restrictions) 

permet au joueur de passer d'une position à une autre. Le jeu débute 

à la position dite initiale et, pour résoudre l'énigme, le joueur 

doit aboutir à une des positions déclarées gagnantes (ou finales). 

Une énigme permet de construire un graphe simple dont les sommets 

sont les positions et les arêtes, les mouvements possibles suivant 

les règles. Résoudre l'énigme revient donc à trouver une chaîne de 

la position initiale à une des positions finales. 

Afin de clarifier ces propos philosophiques, passons tout de suite à 

quelques exemples simples. 

ENIGME 1 Un fermier veut traverser une rivière avec son chien, son 

mouton et 5 kilos de laitue. Il dispose d'une petite chaloupe ne 

pouvant contenir que lui et un des items précités et, de plus, il ne 

peut laisser seuls ni le chien avec le mouton, ni le mouton avec la 

laitue. Comment arrivera-t-il à faire traverser le tout? 

%~V[&i<~n: Dénotons h = homme et chaloupe, c = chien, m = mouton, 

P = laitue. 

Considérons le graphe simple dont les sommets sont les sous-ensembles 

de {h,c,m,Pl, correspondant à ce qui se trouve sur la rive initiale 

de la rivière, et dont les arêtes correspondent aux traversées pos- 

sibles. Résoudre cette énigme consiste à trouver une chaîne du som- 

met ih,c,m,!l au sommet !J dans ce graphe simple (fig. 39). 

FIGn39 

II y a deux chaînes simples de Fh,c,m& à @, soit deux solutions ne 

demandant que sept traversées. 
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ENIGME 2 Le problème des "maris jaloux". 

Trois maris et leurs trois femmes veulent traverser la même rivière 

avec la même chaloupe qu'à l'énigme 1. Cette fois-ci, la restriction 

est qu'une femme ne doit jamais être avec un autre homme sans que 

son mari soit présent. 

SoPtion: On baptise tout ce monde-ci m, m', m", f, f', f" et 

b = bateau. 

Les sommets de notre graphe simple sont les sous-ensembles de 

Ib,m,m',m",f,f',f"1 correspondant à ce qu'il y a sur la rive initiale. 

Résoudre cette énigme consiste à trouver une chaîne du sommet 

{b,m,m',m",f,f',f"} au sommet 0. 

Voici la composante connexe du sommet !J, 

où X = {b,m,m',m",f,f',f"), F = !b,f,f',f"} et M = {m,m',m"}. 

FIG,40 

hf' 

ENIGME 3 Ce casse-tête est connu sous le nom d'instant Insanity. 

Soit quatre cubes dont les faces sont coloriées en rouge, jaune, vert 

ou bleu comme dans la figure 41. 

On doit les placer en une colonne de façon à ce que les quatre cou- 

leurs apparaissent sur chacune des quatre grandes faces de la colonne. 

Il est facile de passer des heures à chercher une solution; certains 
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en sont même devenus fous! Voici une solution de ce casse-tête basée 

sur la théorie des graphes. 

A chacun des cubes on associe un graphe (avec boucles) d'ordre 4 dont 

les sommets sont {R,B,J,Vl et les arêtes sont les paires de couleurs 

apparaissant sur les faces opposées de ce cube: 

La réunion de ces graphes avec boucles 1 ~1G,43 

donne le multigraphe avec boucles 

suivant (fig. 43). 

Chaque fois qu'on prend dans ce multigraphe quatre arêtes numérotées 

1, 2, 3 et 4 (c.-à-d. une arête provenant de chacun des quatre gra- 

phes avec boucles de la fig. 42) et formant un multigraphe partiel 

qui soit régulier de degré 2, on peut utiliser ces 4 paires de faces 

opposées pour placer en colonne les quatre cubes de façon à voir les 

4 couleurs sur deux grandes faces opposées. Le multigraphe partiel 

cherché (régulier de degré 2) peut être isomorphe à un quelconque des 

multigraphes de la figure 44. 

.i 

D 
0 6 

0 0 

0 0 
I 

Pour le multigraphe de la figure 43, on trouve exactement trois gra- 

phes partiels réguliers de degré 2; soit ceux a), b) et c), de la 

figure 45. 



32 GRAPHES SIMPLES 

Comme a) et c) ont des arêtes disjointes, on 

peut s'en servir simultanément pour placer 

les cubes. Les faces "derrière-devant" se 

trouvent en utilisant la figure 45a et les 

faces "gauche-droite", en utilisant la figure 

45c. La solution ainsi construite est dé- 

crite par la figure 46. Il est â noter qu'on 

a également prouvé que c'est l'unique solu- 

tion (sans tenir compte des permutations des 

cubes et des rotations de la colonne). 

FIG,46 

/-F%i 
1B R - 

l----k 2 J B 
V 

REMARQUE Cette méthode s'applique évidemment pour tout autre colo- 

riage des 4 cubes d'"Instant Insanity" (voir exercice 68). On peut 

également l'appliquer à une colonne de n cubes sur lesquels apparais- 

sent n couleurs. Une autre énigme, du même type, s'appelle "Double 

Disaster"; elle consiste, â l'aide de 8 cubes dont les faces sont 

coloriées de 4 couleurs différentes, à former un gros cube 

2 x 2 x 2 dont chacune des 4 couleurs apparaît sur les six grandes 

faces. 

EXERCICES 

66. Même chaloupe qu'à l'énigme 2, mais cette fois on veut faire 

traverser 3 missionnaires, m, m', m", et trois cannibales, c, 

c', c". Seuls m, m', m" et c savent manoeuvrer une chaloupe 

et, bien sûr, si les cannibales sont lors d'une traversée, 

majoritaires, ils mangent les missionnaires présents. Comment 

faire la traversée? 
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68 
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Prouver que le problème des maris jaloux n'a pas de solution 

s'il y a quatre couples. Prouver qu'il y a alors une solution 

si, a) de plus la chaloupe peut contenir trois personnes, 

b) ou s'il y a un ilôt au milieu de la rivière permettant 

d'y laisser des gens. 

Résoudre le problème d'"Instant Insanity" pour les cubes donnés 

à la figure 47. 

7 arbres 

DEFINITION Une ~vhê2 est un graphe simple G = (X,A) sans cycle 

simple. 

DEFINITION Un anb&e est une forêt connexe, c.-à-d. un graphe 

simple connexe et sans cycle simple. 

EXEMPLE 1 FIG,48 

. . 

EXEMPLE 2 Le graphe d'un tournoi par élimination. 

EXEMPLE 3 Un arbre généalogique; 

par exemple celui de la 

famille Bernoulli (seule- 

ment les mathématiciens). 

FIG,49 

T 
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EXEMPLE 4 Les paraffines en chimie qui ont été Ptudiees par Cayley: 

FIG, 50 H 

CH't H.-/-H "Hb".-#i:H . . . CnH2,+? 

H H H 

DEFINITION Dans l'arbre G = (X,A), le sommet x est dit ~~emimR si 

d(x) = 1. 

PROPOSITION Un arbre G = (X,A), où IX/ ? 2, possède toujours au 

moins deux sommets pendants. 

Preuve: Soit c = [x0,x1,..., xr] une chaîne simple et de longueur 

maximum dans G. Nous allons montrer que x0 z xr et d(x,) = d(x,) = 1. 

Comme 1x1 2 2 et G est connexe, on a bien sûr r 1 1. De plus 

X 
0 

z xr car G n'admet aucun cycle simple. Si d(x,) > 1, soit {xr,xl 

une arête de G où x t x r-1' Il s'ensuit que LxO,xl,...,xr,xl est une 

chafne simple de longueur r t 1. Ce qui contredit le choix de c de 

longueur maximum. On a donc d(x,) = 1. De même, par symétrie, on 

voit que d(xO) = 1. 

REMARQUE Il est facile de démontrer que les seuls arbres n'admettant h 

que deux sommets pendants sont isomorphes aux Pn, n 2 2. 

PROPOSITION Soit G = (X,A) un graphe simple connexe. Les proprié- 

tés suivantes sont équivalentes: 

1) G est un arbre. 

2) IA1 = IX/ - 1. 

3) Vx f y, il existe une seule chaîne simple de x à y. 

Ptrcrrwe: Prouvons d'abord 1) => 2), par récurrence Sur 1x1 = n. Si 

n = 1, on a alors \XI=1 et IA1 = 0, et 1) => 2) est bien vérifié. 

Supposons que pour tout arbre G = (X,A) d'ordre k on ait IA] = k - 1 

et soit H = (Y,B) un arbre d'ordre k + 1. Soit y un sommet pendant 
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de H. Il est évident que H - y est un arbre d'ordre k. Par hypothèse 

d'induction, H - y a k - 1 arêtes. Comme y est pendant, on voit que 

H a k = (k + 1) - 1 arêtes, c.-à-d. que 2) est vérifie pour l'arbre H. 

Pour démontrer 2) =; l), supposons au contraire qu'il existe un graphe 

connexe G = (X,A) qui ne soit pas un arbre mais pour lequel 

IA/ = /Xi - 1. Il est clair que si on enlève de A une arête apparte- 

nant à un cycle simple de 6, alors le graphe simple restera connexe. 

Faisons donc ceci successivement jusqu'à ce qu'on obtienne un graphe 

partiel H = (X,6), B < A, de G qui soit sans cycle simple et connexe, 

c.-à-d. que H est un arbre. Puisque 1) => 2) a précédemment été de- 

montré, on a IBI = 1x1 - 1. Or /Al = 1x1 - 1 = (B( < /Al est absurde. 

On en conclut donc que 2) -=j 1). 

Démontrons 3) =-:, 1). Soit G = (X,A) un graphe simple connexe qui ne 

soit pas un arbre et c = lxO,xl,...,xr,xOl un cycle simple de G. 

Alors lxO,xI,...xil et I~~,xr,xr~~,...,x~l, 0 < i 5 r, sont deux chaî- 

nes simples (non seulement différentes mais avec des ensembles d'arêtes 

disjoints) reliant x0 à xi. Réciproquement, si G = (X,A) est un graphe 

simple connexe dans lequel deux sommets, x et y par exemple, sont 

reliés par deux chaînes simples c1 = rx,xl,...,xr-l,yl et 

c ;> = IX,y,,...,ys-,,y]. Le cycle 

Cl + C;l = Ix,x,,...‘xr_l’Y’Ys-~~..., y,,xl n'est pas nécessairement 

simple mais contient un cycle simple. G n'est donc pas un arbre. 

On a donc 1) m=> 3). 

REMARQUE On peut à nouveau démontrer qu'un arbre G :- (X,A), où 

I X 1 ~' 2, admet au moins deux sommets pendants. En effet, si ce n'é- 

tait pas le cas, on aurait I{x I d(x) = 1) 1 5 1 et alors, posant n = 1x1, 

i, d(x) 1, 2(n - 1) + 1 = 2n - 1 > 2(n - 1) = 2 IA1 = C d(x), 
Xf x xcx 

ce qui est absurde. 

DEFINITION Un mbhe pti& de G est un graphe partiel de G qui est 

un arbre. 

EXEMPLE Les trois arbres de la figure 51 sont des arbres partiels 

du graphe simple de la figure 52. 
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Au cours de ses recherches en chimie, Cayley a cherche à dPnombrer les 

arbres partiels de Kn. Par exemple, K4 admet 16 arbres partiels 

(fig. 53). 

FIG.53 

Cayley a démontré le théorème qui suit donnant une formule explicite 

pour le nombre d'arbres partiels dans Kn. Il existe de nombreuses 

démonstrations de ce théorème (voir par exemple le livre de J.W. Moon 

1111). Nous donnons ici une preuve basée sur la théorie des espèces 

de structures d'André Joyal (UQAM) 11911. 

THEOREME (Cayley) Le graphe complet Kn admet nnm2 arbres partiels. 

Pheuue: Soit U un ensemble de n points numerotés de 1 à n (fig. 54 où 

n q 15). Un arbre &#t U est simplement un arbre dont l'ensemble des 

sommets est U (fig. 55). Soit A(U) l'ensemble des arbres sur U. Nous 

voulons démontrer que A(U) a nn-* éléments. Une ahbw~enccwe sur U 

est un arbre sur U dont un sommet (appelé la ha&nc) a été distingué 

(0 dans la fig. 56). 

FIG, 55 s FIG,56 

* 

Un vctiébhé sur U est un arbre sur U dans lequel on a choisi un pre- 

mier sommet o et un deuxième sommet q (pouvant être le même que o) 
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(fig. 57). L'unique chaîne de o à D s'appelle alors la coPu~nc UQ,&~- 

6ficLee. du vertébré (fig. 58). Soit V(U) l'ensemble des vertêbrës sur U. 

Etant donné un arbre sur U, il y a n façons d'y choisir un premier 

sommet et n façons d'y choisir un deuxième. Il y a donc n2 fois plus 

de vertëbrés que d'arbres sur U, c.-à-d. IV(U)\ = n'lA(U)l. Nous 

allons compter le nombre de vertébres sur U et montrer qu'il y en a 

n". Soit @(U) l'ensemble des endofonctions de U (c.-à-d. fonctions 

de U dans lui-même). Chacun des n éléments de U ayant n images pos- 

sibles, il est clair que I@(U)\ = n". 

Les figures 57 à 62 décrivent une bijection entre les ensembles V(U) 

et Q(U), c.-à-d. une construction permettant d'associer a tout vertë- 

bré sur U une et une seule fonction de U dans U et réciproquement. 

On en conclut donc que IA(U)/ = -!-. IV(U)1 = L. I@(U)/ = I*n" = n"-'. 
n2 n* n2 

Considérons le vertébré de la figure 57 et traçons sa colonne verte- 

brale (fig. 58). Opérons le vertébré, c.-à-d. tranchons les arêtes 

de sa colonne vertébrale (fig. 59). On obtient une suite d'arbores- 

cences (dont on oriente les arêtes vers la racine) qui etaient ratta- 

chées le long de la colonne par leur 

racine. Les arborescences obtenues ont 

pour indice le numéro de leur racine. 

Au-dessus de la suite d'arborescences, 

inscrivons la suite de ces indices dans 

l'ordre croissant des entiers naturels 

(fig. 60). 

37 

, 

On obtient ainsi une permutation d'arborescences pour laquelle on 
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écrit les cycles (fig. 61). Dans notre exemple, la permutation sur 

{4,5,7,8,9,12} envoie 4 dans 8, 5 dans 12, 7 dans 5, 8 dans 4, 9 dans 

9 et 12 dans 7. Ses cycles sont 4 dans 8 qui va dans 4, 5 dans 12 

qui va dans 7 qui retourne dans 5 et finalement 9 dans 9. Finalement, 

rattachons, par leur racine, les arborescences aux cycles de la per- 

mutation. On obtient (fig. 62) la représentation (graphe sagittal) 

d'une endofonction de U. 

FIG,61 
12 

0 

5 

si 

k 
f.3 

d 9 

0 
7 

FIG, 62 

11 

Il est facile de voir que la construction (fig. 57 à 62) dPfinit une 

bijection entre V(U) et 0(U). On peut également faire la construction 

inverse. 

Les définitions qui suivent permettent en quelque sorte, pour un gra- 

phe G donné, de compter le nombre maximum de cycles simples "indépen- 

dants les uns des autres" dans G. C'est le nombre cyclomatique de G. 

DEFIldITIOII Dans un graphe simple G = (X,A), un ,gu&eMe est un 

graphe partiel de G qui est une forêt ayant même nombre 

de composantes connexes que G. 

DEFINITION Soit T = (X,B) un squelette de G = (X,A), alors le nom- 

bre X(G) = IA1 - IBI s'appelle le nombre cqchnufique de 6. 

REMARQUE Pour obtenir un squelette de G, il suffit d'enlever une 

arête sur un cycle simple de 6, une arête sur un cycle simple du gra- 

phe partiel obtenu, etc. 

PROPOSITION Si G a k composantes connexes, alors tout squelette T 

de G a n - k arêtes où n = ord G. 

Phe.uwc: Soit Gi = (Xi,Ai), 1 c i 5 k, les k composantes connexes de G. 
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Soit T = (X,B) un squelette de G, alors B = B u . . . u Bk où (Xi,Bi) 

est un arbre partiel de Gi. On a IBI = /B1l : . . . + lBkl = 

(1X11 - 1) + . . t (IXkl - 1) = n - k. 

COROLLAIRE On a x(G) = m - n + k où n = ord G, m = IA1 et 

k est le nombre de composantes connexes de G. 

PT@itLjt: x(G) = IA1 - [B/ où T = (X,B) est un squelette de G = (X,A). 

Donc X(G) = m - (n - k) = m - n + k. 

DEFINITION Soit T = (X,B) un squelette de G = (X,A). Lorsqu'on 

ajoute à T une quelconque des m - n + k arêtes de A - B, "un seul" 

cycle simple est formé. Ces m - n + k cycles forment ce qu'on appelle 

le s~~~%~e ~«~~dumen-I~ de cqcLcn associé à T. 

REMARQUE Par abus de langage, on a appelé ici "cycle simple de G" 

un sous-graphe de G isomorphe à C k, k 2 3. 

EXEMPLE Considérons le graphe 

simple G (fig. 63) d'ordre 12. La 

figure 64 en est un de ses nom- 

breux squelettes. Le système fon- 

damental de cycles associé à T est 

formé des quatre cycles a,b,c,d, 

de la figure 65. 

EXERCICES 

69. a. Montrer qu'un arbre est toujours un graphe biparti. 

b. Trouver tous les arbres qui sont des graphes biparti complets. 
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70. Trouver le nombre cyclomatique x(G) pour les graphes simples: 

a. 
Kn 

b. K C. 
P99 Rn 

71. Combien y a-t-il d'arbres sur {l,Z,...,nI ayant 

a. n - 1 sommets pendants, n 2 3? 

b. 2 sommets pendants, n 2 Z? 

72. Combien y a-t-il, â isomorphisme près, d'arbres d'ordre n ayant 

a. n - 1 sommets pendants, n 2 3? 

b. 2 sommets pendants, n 2 2? 

73. Appliquer la construction de la preuve du théorème de Cayley au 

vertébré de la figure 66. Appliquer la construction inverse à 

la fonction décrite par la figure 67. 

""74 

"75 

*76. 

Soit X et Y deux ensembles disjoints tels que IXI = n et IYI = m. 

Un arbre biparti sur X u Y est un arbre dont CX,YI est une bipar- 

tition, c.-à-d. 00 toute arête joint un sommet de X â un sommet 

de Y. En étendant la preuve de Joyal (du théorème de Cayley), 

prouver que le nombre d'arbres bipartis sur X u Y est donné par 

la formule de Scoins nm-l em"-'. 

n-l 
Etablir la formule n" = C (1) kk(n - k) n-k-1 

, où n z 1 et 
k=O 

et 0' = 1 , en guillotinant les n" vertébrés sur U où jU/ = n. 

Prouver qu'il y a c" (k) knwk endofonctions idempotentes sur U 
k=l 

où IUI = n. (f : U + U est i&~~poRt?~& si f 0 f = f .) 
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77. Soit A un ensemble. Sur l'ensemble B(A), définissons l'opéra- 

tion &7(6é~enie hytntique A par: 

s, A s* = (S1 ” SJ - (SI n SJ = (S - SJ u (S2 - SI) 
1 

où S, c B(A) et S, E b>(A). Vérifier que (@(A),A) est un groupe 

abélien tel que VS t 8(A), S A S = 0. Soit z2 = z/&! le corps 

à deux éléments, 0 et 1. Pour S E B(A), on pose 0 .S = fl et 

1 .S = S; vérifier que 67(A) devient alors un espace vectoriel 

sur Z,. De plus, si A q Cal>a*,..., am), les m singletons 

ialI,Iayi,..., {am) forment une base de cet espace vectoriel. 

**78. Soit G = (X,A) un graphe simple. Comme précedemment, un "cycle 

de G" sera un sous-graphe de G isomorphe à Ck pour k 2 3. Identi- 

fions un cycle de G à son ensemble d'arêtes pour en faire un 

élement de l'espace vectoriel B(A) (voir exercice 77). Soit V 

le sous-espace de 67(A) engendré par les cycles de 6. Vérifier 

que tout système fondamental de cycles, associ@ a un squelette 

de G, est une base de V. En conclure que le nombre cyclomatique 

X(G) est la dimension de l'espace vectoriel V 5 B(A) engendre 

par les cycles de G. 

x*79. Soit G = (X,A) un graphe simple. Soit W le sous-espace de B(A) 

engendre par les separateurs de G. On veut dire ici par sépara- 

teur: ensemble d'arêtes de G dont la suppression augmente de un 

le nombre k de composantes connexes de G et qui est minimal par 

rapport à cette propriété. Soit T une forêt maximale de G. Pour 

toute arête a de T, le graphe simple T - a a k + 1 composantes 

connexes, dont TY et TZ où Y u Z = Xi est la iiême composante de G. 

Soit Sa = {{y,~) c A 1 y E Y et z E Z) . Vérifier que Sa est un 

séparateur de G. On appelle l'ensemble des Sa pour a t T, le 

nyhtème ~ondamtmîzl dc népamhxm de G annotiE C? La ~oi~ê.t T. 

Vérifier que c'est une base du sous-espace vectoriel W. En 

conclure que W est de dimension n - k = m - X(G). 

80. Pour le graphe simple C,, = B2 (appelé le cu,wé), écrire les en- 

sembles B(A), V et W. Constater que dans ce cas V est un sous- 

espace de W et que dim V = 1 et dim W = 3. 
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GRAPHES ORIENTÉS 

1 graphes orient& et fonctions multivoques 

DEFINITION Un 5~~upk atienS, G = (X,U), est formé d'un ensemble 

fini non-vide X de nomme& et d'un ensemble U c X x X de #èeizen. - 

DEFINITION Si u = (~,y) E ll, alors on dit que x est l'wt&tiLé +C~CC- 

&CL& de u et que y est l'ex&~ttietnLté I;~rw?e de u. On dit aussi que u 

est la ijLZcite (ou l'tic) de x à y. 

Si u = (x,x), on dit que u est la boucle en x. 

On représente un graphe orienté par une 

figure dans le plan. Par exemple, la 

figure 68 représente le graphe orienté 

G = (X,U) où X q ix,y,z,u,v,w~ et 

u = t(x~Y),(Y,x),(x,z)~(u,u),(u,v), 

(x,w)l. 

=IG,68 

REMARQUE Un graphe orienté est donc formé d'un ensemble X (de som- 

mets) muni d'une relation U sur X. Nous dirons que G est rëflexif, 

symetrique ou transitif suivant que U est réflexive, symétrique ou 

transitive. 43 
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DEFINITION Une &~ncCCun muRtiwuqu.s r sur X est une fonction de X 

dans b(X). A partir de U 5 X x X, on définit une fonction multivoque 

1' sur X, par T(x) = {y F Xl(x,y) ii U1. 

Inversement, une fonction multivoque r: X -t a(X) définit une rela- 

tion U sur X où U = C(x,y)jy t T(x)} = U ({x1 x T(x)). 
XFX 

Un graphe orienté peut donc, de façon équivalente, se définir comme 

étant un ensemble de sommets X muni d'une fonction multivoque r sur X, 

donc G = (X,U) ou G = (X,r). Dans notre exemple (fiq. 68), 

r(x) = Iy,z,wl, r(y) = Ix>, r(u) :: Iu,vl, r(z) = r(v) = r(w) = !J. 

EXEMPLE 1 Les résultats d'un tournoi de tennis (ou d'echecs): 

X = {participants}, (~.y) F U ssi x a battu y. 

EXEMPL.E 2 Les rues dans une ville : 

(ainsi les "sens-uniques" sont indiques) 

EXEMPLE 3 Liens de parenté dans un 

groupe de personnes: 

X = ensemble de personnes, 

(~,y) c U ssi x est père (ou mère) 

de y. 

EXEMPLE 4 Soit X un ensemble d'en- 

tiers; posons (k,L) c U ssi k divise 

Par exemple, prenons X = 11,2,3,4,5,61 

FIG,71 
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2 graphes simples et graphes orient& 

Etant donné un graphe simple G = (X,A), A c k'(x), on lui associe un 

graphe orienté (X,U) où (XJ) t ll <=> ix,y} E A, c.-à-d. où chaque 

arête {~,y} t A donne deux arcs (~,y) et (y,~) dans U. Par exemple: 

Le graphe orienté obtenu est alors symétrique et ati-~é@kti~ 

c.-à-d. Vx, (x,x) 4 U. 

Inversement, à tout graphe orienté G = (X,U), on associe un graphe 

simple (X,A) où ix,y} c A <=> x z y et ((~,y) E U ou (y,~) E U). 

Par exemple: 

FIG,74 

Deux graphes orientés différents peuvent donner le même graphe simple, 

cependant cette association décrit une bijection entre les "graphes 

simples" et les "graphes orientés symétriques et sans boucle". 

Par exemple: 

FIG,75 

CE+-" I-1----- 
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3 terminologie des graphes orient& 

Soit G = (X,U) = (X,T) un graphe orienté. 

DEFINITION 1x1 est l'ufidke de G. 

Les sommets x et y sont dits adjacents si (~,y) c U ou (y,~) F U. 

Le graphe orienté G est cumpL& si 

vx, vy, (x f y) '> ((XJ) t u ou (y,x) E U). 

On dit que (X,A) est un gfiuyJIte rJa&kQR de G si Vx c X, A(x) c r(x). 

Un houn-yiinphe de G est un graphe orienté (Y,h) où Y c X et 

h(Y) < I'(Y), YY t y. 

Un clwnb de G est une suite de sommets c q Ix,,x,,...xnl de G telle 

que pour i = O,l,Z,...n-1, on ait (x~,x~+~) t U. On dit que x, est 

l'ex&éktE b&nRe, xn l'~x&~é~mtiS @de et n la L~I~~~uJL de c. Le 

chemin c est un ticuti si x0 = x 
n' 

Le chemin c est dit SPSm~n,taine 

si les sommets xi sont distincts sauf peut-être x0 et xn. Le chemin c 

est dit 3irn@e si les flèches ui = (x~,x~+~) sont distinctes. Pour 

tout sommet x, on admet le chemin c = [xl qui est un circuit, de x à 

x, de longueur zéro. 

EXEMPLE Résoudre une énigme revient souvent à trouver un chemin 

entre deux sommets donnés d'un graphe orient@. Par exemple, supposons 

qu'un marchand a trois urnes respectivement de capacité 8, 5 et 3 li- 

tres. L'urne de 8 litres est pleine de vin et les deux autres sont 

vides. Il veut transvider exactement 4 litres dans l'urne de 5 litres 

., mais ne dispose d'aucun moyen de mesurer. Pour être certain du con- 

lorsqu'il transvide, soit remplir, 

Considérons le graphe orienté dont 

tenu dans ses urnes, il doit donc, 

soit vider complètement une urne. 

les sommets sont les points (x,y) 

du plan, où x est le contenu de 

l'urne 5 et y le contenu de l'urne 

3, et où il y a une flèche de 

(~,y) à (~',y') si on peut passer 

de (~,y) à (~',y') en transvidant 

une fois. Par exemple, noter qu' 

FIG, 76 

(5-Z) 
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on a ((4,2), (3,3)) t U mais que ((3,3), (4,Z)) 6 U. Résoudre cette 

ënigme consiste à trouver un chemin du sommet (0,O) au sommet (4,O). 

La figure 76 en donne une solution. 

DEFINITION G est ~c~hRerne~Z connexe si Yx, Yy F X, il existe un 

chemin de x à y. 

EXEMPLE Le graphe orienté de la figure 

77 est fortement connexe. 

FIG, 77 1 

Dans un graphe orienté G = (X,U), une ci~&e de x à y, de longueur k, 

est une séquence de sommets [x = xO,xI,...,x k = y1 telle que 

VO f i < k, (xi,xiti) C U ou (x~+~,x~) l u. 

DEFINITION G est connexe si Vx, y E X, 1 une chaîne de x à y, 

EXEMPLE Le graphe oriente de la figure 781 FTG.78 

est connexe mais n'est pas fortement connexe 

DEFINITION Soit x i X un sommet d'un graphe orientê 

G = (X,U) = (X,T) alors d'(x) = ]{yl(x,y) 6 Ulj = I~(X)[ est le demi- 

deyhV ext&Leuti de x et d-(x) = ]{y](y,x) t LJ}] est le dem&&@ X~I- 

t<tiewi de x. 

LEMME (des coups de pied). Dans tout graphe orienté G = (X,U), on a 

I. d+(x) = 1 d-(x) = I~II. 
X,~ x XFX 

EXEMPLE Si, dans une réception, les invités se donnent des coups de 

pied (pas plus d'un à une même personne), alors le nombre de coups don- 

nés est égal au nombre de coups recus qui est egal au nombre de coups. 
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DEFINITION Soit r : X -t 67(X) une fonction multivoque sur X. On 

définit la fonction multivoque r-’ (l’inwe~he de r) par: 

r-'(x)= Iylx E r(y)}. On définit la fonction multivoque r (cumpP@mck 

&&~e de r) par: r(x) = complément de T(x) dans X = X - T(x). 

Pour A c X, posons r(A) = U r(x). Le produit I' '7 n de deux fonctions 
XEA 

multivoques sur X est la fonction multivoque définie par: 

(r o n)(x) = r(n(x)). 

Les fonctions multivoques r*, r3, . . . . yn sont donc bien définies. 

La AQrimQtwie ~3~~&Ctive ? de r est la fonction multivoque définie par: 

F(x) = ix} II r(x) " P(x) " . . . 

DEFINITION Soit G = (X,T) un graphe orienté, alors 

G-' = (X,r-') est le y/ruphe iwe~e, 

G = (X,7) est le gtiaphe comp~étn~ticu/re, 

?G = (X,7) est la I;e,wwW~e Z~~thati~ve de G. 

EXEMPLE Considérons le graphe orienté /FIG, 79 1 
(fig. 79) où X q {x,y,u,v) et 

u = i(x,x)~(x,Y),(Y,u),(v,u),(u,v),(v,v)~. X Y 

2 

G 

U V 
I 

On a r(x) = tx,yl, r(y) = tu}, r(u) = {VI, r(v) = {u,v), 

d+(x) q d+(v) = 2, d+(y) = d+(u) = 1, C d+(s) = 6 = II.,/, 
SEX 

d-(x) q d-(y) q 1, d-(u) = d-(v) q 2, C d-(s) = 6, 
SCX 

r-‘(x) = IX), r-‘(y) = {xl, r-‘(u) = {y,~}, 

r’(x) = Ix) roCy) = {y} I-O(u) = iul 

r(x) = iX,Yl r(y) = tu1 r(u) = iv1 

r2(x) = ix,y,ul F(y) = Iv3 r2(u) = Iu,vl 

r3(x) = x r3(y) = {u,vl r3(u) = Iu,vl 

r&(x) = x r&(y) = iu,vl 

T(x) = x ^T(Y) = iy,u,vl T(u) = {u,vl 

‘(VI = Iu,vl, 

rot”) = {VI 

I’(v) = iu,vl 

r’(v) = Iu,v? 

T(v) = iu,v? 
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De plus G-l, G et G sont donnés par les figures 80, 81 et 82 

respectivement. 

EXERCICES 

81 Vérifier que le graphe orienté G = (X,U) = (X,P) 

a. est symétrique si et seulement si G = G-', 

b. est transitif et réflexif si et seulement si G = G, 

c. est fortement connexe si et seulement si G = (X, X x X). 

*82 Soit G = (X,U) un graphe orienté complet. Prouver qu'il existe 

dans G un chemin élémentaire passant une et une seule fois par 

chaque sommet. 

83 Prouver qu'un graphe orienté est connexe si et seulement si le 

graphe simple associé est connexe. 

84 Soit G = (X,A) un graphe simple où IX/ = n et /Al = m. Montrer 

qu'il yaa exactement 2" ~3" graphes orientés dont le graphe simple 

associé, soit G. Ecrire les 72 graphes orientés ayant c-t-4 

comme graphe simple associé. 

85 Trouver une bonne condition nécessaire et suffisante pour qu'un 

graphe orienté connexe admette un circuit passant par chacune 

des flèches une et une seule fois. 

4 matrices d’adjacente 

Soit G = (X,U) où X = {xl, xp, . . ..x.,}, c.-à-d. que G est un graphe 

orienté dont les sommets ont été numérotés de 1 à n. 
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La mccteice d'adjacente de G est la matrice n x n, 

M(G) = (mij) où mij = 

l 

1 si (xi,xj) c U 

0 si (xi,xj) d U. 

Evidemment, PI(G) dépend de G et de la numérotation de ses sommets. 

EXEMPLE 
F 

Voici quelques propriétés évidentes de la matrice d'adjacente: 
n ._ 

a) Vi, d'(xi) = ,Y mij = somme de la ileme ligne 
j=l 

.- 
d-(xi) q !  m.. = somme de la ileme colonne. 

j=l J’ 

n 

b) )‘ m.. = 

i,j 
1J 

C d+(xi) = ; d-(xi) = IUI. 
i=l i=l 

c) G est symétrique <==:a M(G) est une matrice symétrique (Vi,j, mij z mji). 

d) Le nombre de boucles de G est la trace de M(G) (notée trM(G)). 

e) M(G-') = M(G)t = transposée de la matrice M(G). 

f) M(G) = E - M(G) où E = (Erg), ~~~ = 1, Vi, Vj. 

THEOREME Considérons un graphe orienté G = (X,U) où 

x = {X1,X2'...' 
k 

xn} et soit M = M(G) sa matrice d'adjacente. Si 

M =MxMx...xM=(m 
(k) ij ), k 2 1, alors miJ") est le nombre de 

chemins de longueur k du sommet xi au sommet xj dans G. 

PhQlLV&. Par récurrence. (1) = Pour k = 1, mij mij est bien le nombre de 

chemins de longueur 1 de xi â xj. Supposons l'énoncé vrai pour k - 1. 

Comme Mk =M 
k-1 

x M, on a alors 

.!k' = ; m(k-l) 
ij ~~1 iP ' mLj 
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Or m(W 
iL 

est le nombre de chemins de longueur k - 1 de xi à xp 

et mpj = 

l 

0 si (x,,xj) é U 

1 si (x ,x.) E u. 
f J 

On a donc m!!) = !  
1J 

(nombre de chemins de longueur k de xi à xj et se 
P=l terminant par (x,,xi)). 

= nombre de chemins de longueur k de xi à xj 

EXEMPLE Considérons le graphe 

orienté de la figure 84: 

Ona M= 

i 110 

10 0 0 

- 1 

0 1 0 0 
> M2= 

0 01 0 

(3) = Par exemple, ml2 3 nous dit qu'il y a 3 chemins de longueur 3 de 

Xl à X2. Ce sont Lx1>X1~X1~X21, Lx19x2,x13x21 et Lx1,x1,x3,x21. 

Abstraitement, on peut dire que l'étude des graphes orientés revient à 

l'étude des matrices avec des 0 et des 1. 

Définissons un mtiyhcrplze atien comme un 

couple (X,U) où U est une famille d'éléments 

de X x X. Par exemple, le multigraphe orien- 

té représenté par la figure 85. 

La matrice d'adjacente du multigraphe orienté G prend alors ses valeurs 

dans M = 10,1,2,...1. Il est facile de voir que mi!) est encore le 

nombre de chemins de longueur k 

Dans l'exemple précédent, M = 
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il y a, par exemple, 21 chemins de longueur 3 de x à x3. 
1 

REMARQUE Lorsque G = (X,A) est un graphe simple où X = {x~,x~,...x~}, 

la matrice d'adjacente de G est la matrice d'adjacente du graphe 

orienté (symétrique et sans boucle) G' associé à G. Cette matrice M 

est, bien sûr, symétrique. De plus les entrées de Mk comptent le nom- 

bre de chaînes de longueur k dans G. En effet, il y a coPncidence 

entre les suites de sommets qui sont des chaînes de G et celles qui 
sont les chemins de G'. 

EXERCICES 

86 Trouver le nombre de circuits de lon- 

gueur 4 dans le graphe orienté ci- 

contre: 

87 Trouver le nombre de chaînes de 

longueur 5 de x à y dans le graphe 

simple ci-contre: 

88 Soit G = (X,U) un graphe orienté où X = {X1,X2’..., X,,} et M sa 

FIGs86 

e 
FIG,87 

matrice d'adjacente. Montrer que G n'a pas de circuit de lon- 

gueur ; 0 si et seulement si M est tipuie&te, c.-à-d. 3k > 0 

tel que Mk = 0. 

89 Dans un graphe simple G = (X,A) un &ùan@c est un sous-graphe 

d'ordre 3 isomorphe à KS. Soit M la matrice d'adjacente de G, 

montrer que i tr M3 donne le nombre de triangles de G. 

90 Soit G = (X,U) un graphe orienté où X = {~~,x~,...,xn} et Y = M(G) 

sa matrice d'adjacente. 

1 + M + M2 + . . . + 

Soit C = (cij) la matrice 

M '-' et R = (rij) la matrice définie par 

rij = 1 si cij > 0 et rij = 0 si cij = 0. Montrer que R = M(G). 

Ici 1 = (6ij) est la matrice identité, c.-à-d. où "ij = 1 si 

i = j et hij = 0 si i f j. 
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5 distance 

Soit G = (X,U) un graphe orienté. 

Pour x, y c X, posons d(x,y) q 

I 

m s'il n'y a pas de chemin de x à y 

minil(c)Ic est un chemin de x à y? 
autrement. 

Soit X = txI,x2,...,xn 1 et M = (mij), la matrice d'adjacente de G: 

1 si (xi,x.) t U 
J 

m.. = 
1J 0 si (xi,xj) k U. 

Définissons la mcu%ce &A dintancen, 0 = (dij), par: 

dij = d(xi,xj). 

EXEMPLE 1 FIG, 88 

M= 

EXEMPLE 2 

M= 

011 0 

0 01 0 

0 0 0 0 

0 0 1 0 1 

'1 1 1 

100 ,D 

.o 1 1 0 

D= 

'0 1 

m. 0 

m 03 

a3 02 

l'= 

lm 

0 'w 

1 0 1 

11 

0 2 . 

10 1 
Les propositions suivantes permettent de calculer D en fonction de M. 

PROPOSITION Soit G un gra he orienté 00 X = {x,,...,x,}. Pour 
d 

i z j, si {klO < k < n et mij > 01 = 0, on a dij = m, et, dans le cas . 

contraire, 
(k) 

dij = min {klO < k < n et m.. > OI. 
1J 

De plus, on a 

dii = 0, i = l,Z,...,n. 

PJLeuuc. Il suffit de remarquer que s'il existe un chemin de xi à xj, 

alors il existe un chemin de xi à xj de longueur k où 0 < k < n et 

alors rnik) > 0. 
lj 
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EXEMPLE 

DEFINITION Les opuitioozn nm-booL6erzfien sur {O,l} sont @ et * 

définies par: 0 B 0 = 0, 0 e 1 = 1 CB 0 = 1, 1 B 1 = 1, (soit 

a @ b = max {a,b}); 0 * 0 = 0 * 1 = 1 * 0 = 0, 1 * 1 = 1, (soit 

a *b = a.b). 

Notons Mlk' la matrice M l M l . . . l M , calculee avec CB et * au lieu 

k 

de t et -, et posons Mlk' = (mi;'). 

PROPOSITION Soit M la matrice d'adjacente d'un graphe oriente 

G = (X,U) où X = {x1,x2,.. .,x,1, alors dii = 0, et pour i z j, 

dij = m si IklO Ikl < k < n et m:.- = 11 = @, et, dans le cas contraire, 
1J 

dij = min {kiO < k 6 n, rn\i' = 11. 

Ptieuw. 1~ = 1 ssi ml.!' il existe un chemin de longueur k de xi à x. 
J 

ssi m!!) IJO 
1J * 

EXEMPLE 

M= 

'0 1 0 0 1' 

0 0 0 0 0 

0 0 010 

0110 0 

0 0 01 0, 

. D= 

01 3 21 

'x 0 cc cc m 

m 2 0 la 

1 

mllOm 

m2210 
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car 

0110 0 

0 0 0 0 0 1 1 00010. 

0110 0 

0 0 01 0 

0 0 010 

0 0 0 0 0 I 1 0110 0 

0 0 01 0 

0110 0 

Les deux propositions précédentes permettent de calculer la matrice des 

distances mais exigent en général beaucoup trop d'opérations, c.-â-d. 

de temps machine. L'uQotihme de Mou&e qui suit n'a pas ce désavanta- 

ge. 

ALGORITHME DE MOORE Soit u et v deux sommets de G; cherchons d(u,v). 

On étiquette les sommets de X en observant les trois règles suivantes 

aussi longtemps que possible: 

1 u reçoit l'étiquette 0. 

II Soit (~,y) c U et x etiqueté k 2 0, si y n'a pas d'étiquette 

alors y reçoit l'étiquette k + 1. 

III Soit (~,y) t U, x étiqueté k 2 0 et y étiqueté L, alors l'éti- 

quette de y est remplacée par k + 1 si k + 1 c P, sinon y con- 

serve son étiquette. 

Si, â la fin, v n'a pas d'étiquette, alors d(u,v) = m; si v a l'éti- 

quette k, alors d(u,v) = k. 

On trouve aussi Vx, d(u,x) = ( 
étiquette de x si x est étiqueté, 
a si x n'est pas étiqueté. 

EXEMPLE FIG,92 , 2 3 4 

REMARQUE En langage plus informatisé, l'algorithme de Moore peut 

s'écrire ainsi: 
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soit G = (X,T) et u E X; 

1 posons X(0) = iu1, 

II pour m > 0, posons X(m) = I'(X(m -1)) - U X(k); 
k<m 

III "stop" si X(m) = 0. 

On a alors d(u,x) = k <=> x t X(k). 

REMARQUE Si d(u,v) = P, alors on trouve, de façon recursive, les 

chemins de longueur L de u â v en trouvant les sommets w tels que 

d(u,w) = P - 1 et (w,v) E U. 

EXERCICES 

91 Trouver la matrice des distances pour les graphes simples suivants: 

a. 05 b. K C. C d. R e. E 5 ! j  5 5 

92 Appliquer l'algorithme de Moore pour 

trouver la distance entre u et v 

dans le graphe orienté suivant: 

93 A l'aide de la matrice d'adjacente, 

trouver la matrice des distances du 

graphe orienté suivant: 

FIG,93 

ua 

FIG, 94 x, 

6 nombres associ& à un graphe orient8 

Soit G = (X,U) = (X,T) un graphe orienté. 
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DEFINITION Iln sous-ensemble S de X est dit A%UtiewiemevLt nZtab& si 

S 11 r(S) = 0, c.-à-d. si deux sommets dans S ne sont jamais adjacents. 

On dit aussi que S est un ensemble dnd&pendati de sommets. 

DEFINITION Le nombhe dc ntabtié: itienne a(G) d'un graphe orienté 

G est le nombre d'éléments du plus grand ensemble intérieurement sta- 

ble de G, en d'autres mots a(G) = max lS/ où C c 67(X) est la classe 

des sous-ensembles intérieurement stables de G. 

EXEMPLE 1 Considérons le graphe orienté G de la figure 95. Les 

ensembles (a,d,gi, td,gl, Cd1 et {a,c,d,gJ sont intérieurement stables 

tandis que Ie?, {f,g,b} et {a,c,h} 

ne le sont pas. Noter que dans ce 

cas, tr(G) = 4 et que {a,c,d,g} est 

un ensemble intérieurement stable 

maximum, c.-à-d. ayant un nombre 

maximum d'éléments. 

EXEMPLE 2 Soit 17, le graphe orienté (symë .rique sans boucle) du mou- 

vement d'une dame sur un échiquier. Par définition, S c X est inté- 

rieurement stable ssi lorsqu'on place des dames sur les cases de S, 

aucune dame n'est "en prise". Il est clair que u(QB) .i 8 car aucun 

sous-ensemble S z X, tel que IS] > 8, n'est intérieurement stable. 

En effet, 1SI > 8 ==> il existe deux cases cl, c2 E S qui soient sur 

une même colonne => S n'est pas interieurement stable. 

La figure 96 montre que a(Q*) 2 8. On a donc[FIG,96 

a@& = 8. Il est bien connu que O8 admet 

exactement 92 sous-ensembles intérieurement 

stables maximaux de 8 éléments. En 1969, i 

a été prouvé que Vk 2 4, cl(Dk) = k où Dk 

désigne le graphe orienté des mouvements 

d'une dame sur un "échiquier" k par k. 

(Il 1 page 261) 

EXEMPLE 3 Pour le graphe orienté T8 du mouvement d'une tour, il est 

facile de voir que a(T,) = 8. 
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EXEMPLE 4 Considérons le graphe orient6 C, du mouvement d'un cava- 

lier. Puisqu'un cavalier sur une case blanche n'attaque que des cases 

noires (et réciproquement), il est clair que {cases blanches} et 

{cases noires} sont des ensembles intérieurement stables de cardina- 

lité 32. Il est facile de voir que a(C*) = 32. 

DEFINITION On dit qu'un sous-ensemble T de X est abna&w& (ou etié- 

ticwrement ntibbe) si Vx d T, 3y c T tel que y E r(x). En d'autres 

mots, Vx C T, 3 un arc de x à un sommet dans T, d'où le mot absorbant. 

DEFINITION Le numb~c d’abmhptian de G (ou wtnbhc de sAab,L&té 

ex&ww), B(G), est le nombre d'éléments du plus petit sous-ensemble 

absorbant de G, c.-à-d. B(G) = min ITI où A c B(X) est la classe des 
TcA 

sous-ensembles absorbants de G. 

EXEMPLE 1 Pour le graphe orienté G de la figure 95, on a fi(G) = 3 

et ic,e,h) est un ensemble extérieurement stable minimum, c.-à-d. 

ayant un nombre minimum d'éléments. 

EXEMPLE 2 Dans le graphe orienté D, du mouvement d'une dame, les 

ensembles décrits par les figures 97 et 98 sont exterieurement stables. 

Ici T c X est absorbant si des dames placées sur les cases de T atta- 

quent toutes les cases vides. 

FIG,98 

Par inspection, on trouve que B(D,) = 5 (fig. 98). De plus, noter que 

B(D,) = B(D,,) = 5 comme le montrent les figures 99 et 100. En d'au- 

tres mots, cinq dames suffisent à contrôler non seulement un échiquier 

8 par 8 mais également des échiquiers 9 par 9, 10 par 10 ou même 11 

par 11. 
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FIG,99 

EXEMPLE 3 Considérons des points "stratégiques" et placons l'arc 

(~,y) si de y on peut "surveiller" x. L'ensemble T 2 X est alors 

absorbant si, â partir des sommets de T, 

on peut surveiller tous les autres points 

stratégiques. Par exemple, dans la fi- 

gure 101, il y a 5 points strategiques. 

Il est souvent utile de construire le moins possible de postes d'obser- 

vation tout en pouvant surveiller l'ensemble, c.-â-d. qu'il faut 

trouver un sous-ensemble absorbant minimum. Dans la figure 101, 

{x2,x41 est un tel sous-ensemble. 

DEFINITION Un MO~~U d'un graphe orienté G = (X,I') est un sous- 

ensemble de X qui est â la fois intérieurement et extérieurement sta- 

ble, c.-â-d. que N c X est un noyau si Vx E N, N n T(x) = 0 et Vx B N, 

N n r(x) # 0. 

REMARQUE Un graphe orienté n'a pas toujours un noyau. 

EXEMPLE 1 Dans le graphe orienté de la figure 95, l'ensemble 

Ia,c,d,gI est un noyau. 
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EXEMPLE 2 Dans 2),, les ensembles décrits par les figures 96 et 98 

sont des noyaux de cardinalité 8 et 5. 

EXEMPLE 3 Le graphe orienté de la figure 102 n'admet aucun noyau. 

FIGa102 

EXEMPLE 4 Soit R i X x X une relation d'équivalence sur X. Consi- 

dérons le graphe orienté G = (X,IJ) où U = R - Ax et Ax = {(x,x)1x c Xl. 

L'ensemble S c X est intérieurement stable dans G ssi S contient au 

plus un élément dans chacune des classes d'équivalence de R; l'ensem- 

ble T c X est extérieurement stable dans G ssi T contient au moins 

un élément dans chacune des classes d'équivalence de R; on en déduit 

que N i X est un noyau de G ssi N contient exactement un élément 

dans chacune des classes de R, c.-à-d. ssi N est un système de re- 

présentants de R. Dans ce cas, on a donc n(G) = B(G) = /NI = IX/RI 

où X/R est l'ensemble quotient de X par R, c.-à-d. l'ensemble des 

classes d'équivalence de R. 

PROPOSITION Si N c X est un noyau du graphe orienté G = (X,U), 

alors N est un élément maximal de C (pour l'inclusion) et un élément 

minimal de A. 

Pfieuve. On doit d'abord montrer que N n'est pas un sous-ensemble 

strict d'un ensemble intérieurement stable S. En fait, si N c S et 

x c S - N, alors comme N est également extérieurement stable, on a 

N n r(x) f @. L'ensemble S ne peut donc pas être intérieurement sta- 

ble. En d'autres mots, N t C est tel que $S E C avec N c S, c.-à-d. 

que N est un élément maximal de C pour l'inclusion. De façon simi- 

laire, si T c N et x t N - T alors, comme N est intérieurement stable, 

on a T(x) n N = @ et T k A, c.-à-d. que N est un élément minimal de A 

pour l'inclusion. 

REMARQUE 1 Dans le graphe orienté (non sym@trique) de la figure 103, 
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l'ensemble {a} est un élément maximal de C qui n'est pas un noyau. De 

plus Ta,b} est un élément minimal de A qui n'est pas non plus un noyau. 

mlEl 

REMARQUE 2 Dans le graphe orienté (avec boucle) de la figure 104, 

fa1 et ib,d} sont les éléments maximaux de C mais seul {b,d} est un 

noyau. De plus {a,c} est un élément minimal de A qui n'est pas un 

noyau. 

Pour les graphes orientés symétriques et sans boucle (c.-à-d. les 

graphes simples), la réciproque de la proposition précédente est vraie. 

PROPOSITION Soit G = (X,U) un graphe orienté symétrique et sans 

boucle et N un élément maximal de C, alors N est un noyau. 

Pceuve. Si N = X, alors G est discret et N est bien un noyau. Suppo- 

sons donc N c X, et soit x 1 N. L'ensemble N u {x1 n'est pas inté- 

rieurement stable puisque N est maximal. Comme (x,x) k U et 

(SI9 sz) B U pour s,, sî t N, on a (x,s) t U ou (s,x) c IJ pour un 

s N. Comme G est symétrique, on a donc (x,s) t U pour un s (. N, 

c.-à-d. i(x) n N z @. L'élément x 6 N étant arbitraire, ceci montre 

que N est absorbant; N est donc un noyau. 

REMARQUE Dans le graphe oriente de la fi- 

gure 105, l'ensemble {b,c} est un élément 

minimal de A qui n'est pas un noyau. 

DEFINITION On appelle rlurnbhP chnomafi~ue d'un graphe simple 

G = (X,A) le plus petit nombre de couleurs avec lesquelles il est pos- 

61 
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sible de colorier les sommets de G de telle sorte que deux sommets ad- 

jacents ne soient jamais de la même couleur. On le designe par y(G). 

REMARQUE Une telle coloration des sommets avec k couleurs donne une 

par;.ition de X en k sous-ensembles intérieurement stables S,,S,,...,Sk 
.- 

où Si = {sommets de la ileme couleur}. On peut donc de façon équiva- 

lente définir y(G) comme étant le plus petit entier k pour lequel il 

existe une partition de X en k sous-ensembles intérieurement stables. 

DEFINITION L'&dlcc ch/Lumtique, o(G), d'un graphe simple 

G = (X,A) est le plus petit nombre de couleurs nécessaire pour colo- 

rier les arêtes de G de sorte que deux arêtes adjacentes, c.-à-d. 

ayant une extrémité commune, soient de couleur différente. En d'autres 

mots, on a q(G) = y(G*) où G* est le graphe-arête de G (page 12). 

EXEMPLE 1 Les figures 106, 107 et 108 devraient facilement con- 

vaincre le lecteur que y(Cs) = 2, y(T8) = 8 et y(FR) = 8. 

Ï FIGn106 FIG,107 FIGm108 

EXEMPLE 2 Soit G = (X,A) le graphe simple où X est l'ensemble des 

stations radiophoniques du Québec et {~,y} t A si et seulement si les 

stations x et y ne peuvent pas émettre sur la même longueur d'onde 

sans créer d'interférence. Supposons qu'on dispose de k longueurs 

d'onde. Il n'est alors possible d'attribuer de bonnes longueurs aux 

stations que si et seulement si k 2 y(G). 

EXEMPLE 3 Soit c une carte géographique dont les pays sont connexes. 

Nous associons à c un graphe simple Gc = (X,A) où X = {pays} et 

{x,yl t A ssi x et y ont une frontière commune. La célèbre "conjec- 
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tut-e" des quatre couleurs (devenue théorème en 1979) est que Vc, 

y(Gc) 5 4, c.-à-d. que 4 couleurs suffisent (voir REMARQUE p. 101). 

EXEMPLE 4 Le problème des horaires d'examens. Imaginons le Collège 

de Duhamel lors de sa prochaine série d'examens. Soit 

X = {examens} et Y = {étudiants}. Définissons la fonction multivoque 

r: X + Y par r(x) q {yiy doit se présenter à l'examen x1. Considérons 

le graphe simple G = (X,A) où {x,x'} c A ssi x f x' et 

T(x) 11 r(x') z 0, c.-à-d. les examens x et x' sont adjacents ssi il 

y a au moins un étudiant qui doit se présenter aux deux. Comme il est 

inhumain de passer deux examens une même journée, cherchons à choisir 

une journée pour chaque examen mais de sorte que {x,x'} c A => x et x' 

ne soient pas le même jour. Dans ce cas, y(G) I k nous dit que la 

série d'examens devra durer au moins k jours. Si les examens sont 

d'une durée de 3 heures et que l'on se contente d'un horaire où un 

même étudiant n'a pas deux examens simultanément, alors la série 

d'examens pourra ne durer que 3k heures! 

REMARQUE Le nombre chromatique n'a été défini que pour les graphes 

simples. Pour un graphe orienté G, il est naturel de poser 

y(G) q y(G') où G' est le graphe simple associé à G (chapitre 2, 52). 

De même, les nombres de stabilité interne et externe n'ont été définis 

que pour les graphes orientés. Bien sûr, pour un graphe simple 6, 

ci(G) et fi(G) sont définis en pensant a G comme étant un graphe orienté 

symétrique sans boucle. 

Voici deux inégalités liant les nombres a(G) et y(G). 

PROPOSITION Soit G un graphe simple d'ordre n, alors 

y(G) .a(G) 2 n et y(G) t a(G) c n t 1. 

PfiPu~~c. Soit {S1,S2,..., Ski une partition de X en ensembles intérieu- 

rement stables où k = y(G), c.-à-d. que cette partition est une 

k-coloration de G. 

On a n = lS,/ t lS,/ t . . . + /Sk/ ( aJG) t a(G)-t . . . t CY>) = y(G) .a(~?). 

k = Y(G) 

Soit S I X un ensemble intérieurement stable tel que ISI q a(G). Colo- 
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rions les sommets de S d'une même couleur et les autres sommets (il y -m cri 

a n - ISI) de couleurs toutes différentes. On obtient une coloration de 

G avec 1 + (n - a(G)) couleurs. D'où 1 t n - a(G) 2 y(G), c.-à-d. 

y(G) + a(G) 5 n t 1. 

EXERCICES 

94 Trouver, en fonction de n,, la valeur des nombres 

dD& R(D& Y@,,), cd,,), R(K,L y(K,). 

95 Trouver a(R,), B(RB) et y(R8) où R8 est le graphe du mouvement 

du roi. 

96 Trouver, en fonction de n, la valeur des nombres 

n(C& R(C,,)> Y($,)> dR,& B(R& Y($,). 

97 Trouver tous les graphes simples G = (X,A) pour lesquels 

y(G) t a(G) = y( + 1. 

98 Trouver, en fonction de k et L, la valeur des nombres 

Y(I:~,$ dKk & 
3 

99 Vérifier que le graphe orienté sui- 

vant n'a pas de noyau mais que l'é- 

limination d'un sommet quelconque 

donne un graphe orienté avec noyau: 

*100 Montrer que y(DB) = 9. 

101 Soit E un ensemble à n éléments. Posons G = (X,A) où X = P(E) 

et IS,TII c A ssi S, T t b'(E), S * T et ISI = ITI. Quelle est la 

cardinalité d'un noyau? Combien de noyaux le graphe simple G admet-il? 

102 Montrer qu'une carte obtenue en traçant un nombre fini de cer- 

cles dans le plan peut toujours être coloriée avec deux couleurs. 
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103 Montrer que pour le graphe de Petersen, q(G) q 4. 

104 Soit G un graphe -simple, prouver que : 

a. y(G) = 1 ssi G est discret, 

b. y(G) = 2 ssi G est biparti et non discret. 
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GRAPHES VALUÉS 

1 dhfinition, chemin minimum 

DEFINITION Un g&phe u&uQ est un graphe orienté, G = (X,U), muni 

d'une fonction y: U +R* - + - (0,m). La fonction y est souvent appelée 

EXEMPLE Dans la figure 110, les som- 

mets sont des villes, les fleches sont 

les vols possibles entre ces villes et 

y(u) est le coût du vol u. 

FIG,llO 
V" 

DEFINITION Le cuti du chemioz c1 = Cx,,x,,...,xkl est la somme des 
k 

coûts des arcs de ce chemin; y(a) = ,f, y(ui) où ui = (ximl,xi). Si 

X c x et c = IxJ est le circuit de longueur zéro en x alors Y(C) = 0. 

DEFINITION Un chembn miltirnum de x a y est un chemin n, de x 2 y, 

tel que y(a) soit minimum: r(a) = min{y(B)\B est un chemin de x à y}. 67 
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DEFINITION Dans un graphe valué G = (X,U,y), OU X = {x~,x~,...,x~}, 

la mtice du uuf?ew (ou des coats) est la matrice, C = (cij), où 

l 

0 si i=j 

'i.i = m si 
i f j et (xi,xj) B U 

y(xi,xj) si i f j et (xi,xj) E u. 

DEFINITION La mtice de cadi mihum, M = (mij), est définie par 

{C~C chemin de xi a xj} = 0 

min C~(C)]C chemin de xi a xjl autrement. 

REMARQUE Etant donné un graphe orienté G = (X,U), on peut en faire 

un graphe valué en posant y(u) = 1, Vu E U. Le coat d'un chemin est 

alors sa longueur et la matrice des cotlts minimums est la matrice des 

distances. 

EXERCICES 

105 Considérons le graphe valu@ G = (X,U,y), oil X = {l,Z,...,lOO}, 

IJ = I(a,b)la divise b et a f b} et y: U -f N est définie par 

y(a,b) = p. 

a. Trouver tous les chemins minimums du sommet 1 au sommet 100. 

b. Trouver le seul chemin de longueur 6 et de valeur 12. 

c. Montrer que y(c) > 52 ==> P(c) = 1. 

106 Imaginer cinq autres exemples de graphes valués. 

2 mhthode de Maria Hase 

Voici la m&%ode & Mtia tla56~ l.1961) qui permet de calculer la ma- 

trice M des cents minimums dans un graphe valu& G = (X,U,y), où 

x = 1x1>x2>...,xn 1 et C est la matrice des coûts. Consid@rons les 

opérations @ et B, définies sur l'ensemble IR: u {O,m} = IO,-1, par: 

a e b = min Ca,b} et a @ b = a + b. 

Calculons les puissances successives de la matrice C = (cij), en rem- 

plaçant les opérations habituelles d'addition et de multiplication par 
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n 
Par exemple, on aura (C2)ij = 69 (cik a c min ic 

k=l 
kj) = 

k ik 
f Ckjl. 

THEOREME Si k est tel que Ck = Cktl , alors Ck est la matrice des 

coûts minimums. 

Pmuve. On montre facilement, par induction sur k, que (Ck)ij est le 

minimum parmi les coûts des chemins de longueur - k de xi à xj. En 

effet, ceci découle de la formule 

(Ck)ij = (Ckml x C)ij = rnp Ici!$-') + ~~~1. Si Ck = Cktl, alors 

Vi, j, (Ck)ij est le coût minimum pour tous les chemins de xi à xj, 

c.-à-d. (Ck) 
ij 

= m... 
1J 

REMARQUE Comme un chemin minimum est toujours de longueur < 

n = ord G, on a toujours C"-' = C". 

EXEMFLE Considérons le graphe valué décrit par la figure 111. 

h FIG,lll 

On a C2 
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Le chemin de coat minimum de x5 Zi x,, par exemple, est de coilt 13 et 

de longueur 4. En effet, on a (C4)54 = 13 et (C3),b = 14. Pour trou- 

ver un chemin de 'coat minimum de x5 a xq, on procede comme suit: comme 

Pi + c. 
14 

= 13 pour i = 1, ce chemin se termine par (X~>X~); comme 

c;, = 1 = c;, + c 31' il se termine par (x3,x1), (X~>X~); comme 

CE3 = 9 = c,, + c*3> on trouve finalement le chemin, 

L (XsJ2 9(x *>X3MX3 x,).(x,,x,)l, qui a bien 13 comme coût. 

EXERCICES 

107 A l'aide de la méthode de Maria 

Hasse, trouver la matrice des 

coûts minimums pour le graphe 

valué: 

108 A l'aide de la méthode de Maria Hasse, trouver la matrice des 

distances du graphe simple R5 (la roue). 

3 algorithme de Dijkstra 

Considérons un graphe valué G = (X,U,y), où X = {x1,x2,...,xn}. On se 

propose de trouver un chemin de valeur minimum de x1 â xn. On attribue 

â chacun des sommets x i un nombre Xi E CO,m) u {ml, qui sera graduel- 

lement modifie. On pose d'abord X, = 0 et X. = m, pour i > 1. Chaque 

fois que xi et xj sont des sommets de G tels'que (x .,x.) t U et 
1 J 

hj - Ai > ÿ(xi,xj), on remplace ensuite Xj par Xi t y(xi,xj). 

Ces changements d'étiquettes sont faits aussi longtemps que possible. 

A la fin, si Xn = m, c'est qu'il n'y a pas de chemin de x1 â x . Si 
n 

An < m> alors hn est la valeur d'un chemin minimum de x1 a x . 
n 

Pour trouver un chemin minimum, on trouve d'abord n1 tel que 

A - A 
n "1 

= y(x, ,xn), puis, n, tel que X 
1 "1 

- Xn = y(xn ,xn ),...,n 
2 2 1 k 

tel que x - x 
“k-1 “k 

= ÿ(X 9x 
"k "k-i 

) et Xnk q Y(x,.Xnk). 
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Un chemin minimum est alors [xI,xn 
k 

,xn 
k-1 

,...,xn ,x,1 et sa valeur est 

'n' 
1 

EXEMPLE Considérons le graphe valu6 décrit par la figure 113. 

Les étiquettes Ai peuvent successivement ëtre: 

m cc CO 

25 Zi! 02 

19 20 22 

18 19 21 

20 

et le chemin minimum c - Cx1,x3,xg,x7,xg,xg]. 

REMARQUE Afin de modifier, de façon plus systématique, les ëtiquet- 

tes dans l'algorithme de Dijkstra, en voici une version informatisée. 

Soit G = (X,U) = (X,T), X = IxISx2,...xn), y: U + (0,~). On veut 

construire une fonction (étiquette) X: X -+ [O,m) ~1~1. 

1) Posons X(x,) = 0; X(xi) = m pour i = 2,3,...,n; posons p = x1 et 

A = {xl}. Passons à II). 

II) Pour tout xi E r(p), remplaçons X(xi) par 

min{A(xi),A(p) t v(p,xi)l. Passons a III). 
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III) Remplaçons p par le sommet xj dans X - A, pour lequel A est 

minimum. Remplaçons A par A u {pl. Passons â IV). 

IV) STOP; X(p) est la valeur minimum d'un chemin x1 à x,. 
\ 

Si p = x,. 

Si p * x,, passons â II). 

REMARQUE L'algorithme de Dijkstra, dans le cas particulier OC 

y(u) = 1, Vu c U, donne l'algorithme de Moore pour trouver la distance 

entre deux sommets dans un graphe orienté. 

EXEMPLE Appliquons l'algorithme de Dijkstra pour le graphe valué 

décrit par la figure 114, OU C est la matrice des coûts. 

@a 20 02 

m  2 m  4 

6 a m  m  

m m 3 

‘x m 2 

m 20 @J 

5 16 4 

0 10 m 

10 0 m 

cc - 0 

23 15 m 

m 9 24 

0 10 03 m m m 3 6 12 ; p = x, , A q {x1,x,} 

0 5 m 7 m  a 3 6 12 ; p = x2 > A = {x,,x,,x,} 

0 5 23 7 m  ~0 3 6 12 ; p = x8 , A = {x1,x2,x7,x8} 

0 5 23 7 29 21 3 6 11 ; p = x,, > A = {x1,xz,x4,x7,x& 

0 5 23 7 12 21 3 6 11 ; p = xg ; STOP; A, = 11 

c = IX,,X,,X,l. 

EXERCICES 

109 Appliquer l'algorithme de Dijkstra pour trouver un chemin mini- 
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mum (et sa valeur) entre les sommets xg et xq, dans le graphe 

valué de la figure 111. 

110 Trouver la matrice des coQts minimums, pour le graphe valué de 

la fiqure 110. 

111 La matrice qui suit donne en heures les durées 

des vols entre certaines villes v~,v,,...,v,. 

a. Quel est l'itinéraire le plus rapide de v1 à 

V6? 

b. S'il y a une escale obligatoire de respecti- 

vement 2, 3, 1, 1, 4, 5 heures aux villes 

VI>V2>... ,v6, quel est alors l'itinéraire le 

plus rapide de v1 à v6? 

4 arbres partiels de coût minimum 

DEFINITION Un yti~phc &h)J& WC&&? est un triplet (X,A,y) Oil 

G = (X,A) est un graphe simple et y: A + (0,~) est une fonction appe- 

lée la dcr&ion dc cuti. 

DEFINITION Si H = (Y,B) est un sous-graphe de G, alors le cuti de H 

est défini par y(H) = C y(a). 
atB 

EXEMPLE Les sommets de la figure 115 représentent douze cabanes à 

sucre dans une érablière du Québec. Lorsqu'une arête relie deux ca- 

banes, c'est qu'on considère la possibilité de defricher un sentier 

entre ces deux cabanes. La valeur de l'arête représente alors le coût 

de construction de ce sentier. Il est naturel de chercher un réseau 

de sentiers (c.-à-d. un sous graphe) passant par toutes les cabanes 

(c.-à-d. graphe partiel) et permettant de passer de n'importe quel 

sommet â n'importe quel autre (c.-à-d. connexe). De plus, on cherche 

un tel réseau au coût minimum. Il est clair qu'un graphe partiel 

connexe de coût minimum sera nécessairement un arbre partiel car tout 

cycle simple contient au moins une arête superflue. 

73 
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- 
FIG,115 b 15 c 

i 

19 

j 

L'algorithme de Kruskal qui suit permet de trouver un arbre partiel de 

coût minimum dans un graphe simple connexe valué, (X,A,y). 

ALGORITHME DE KRUSKAL Choisir successivement des arêtes de co6t 

minimum, avec comme seule restriction le fait qu'elles ne doivent 

jamais former entre elles un cycle simple. Arrêter après avoir choisi 

la n - lième arête où n = 1X1. 

De façon plus informatisée: 

1) PoserE=@etpasserà II). 

II) Poser e = a, où a c A - E est tel que v(a) = min iy(b)/b c A - E 

et (X, E u {b}) est une forêt}. Remplacer E par E v {e} et pas- 

ser à III). 

III) Si /El < n - 1, passer à II). Si lEI = n - 1, STOP; T = (X,E) 

est l'arbre oartiel cherché. 

EXEMPLE Appliquons l'algorithme de Kruskal au graphe simple valué 

de la figure 115. Un résultat possible sera: W,j}, {f,k?, {g.i}, 

{e,al, IR,h}, {a,b1, ic,i}, Id,g1, {k,&3, Ie,g1 et Ig,h1; le coût de 

l'arbre formé de ces onze arêtes est 63. 

Il n'est pas si facile pour un ordinateur de "voir" si un sous-graphe 

est une forêt ou non, comme le demande l'étape II de l'algorithme de 

Kruskal. Voici donc un deuxième algorithme qui nous vient de M. Sollin 

modifié par Richard Calestagne, permettant de trouver un arbre partiel 

de coût minimum dans un graphe simple valué connexe (X,A,y) donné. 

ALGORITHME DE SOLLIN-CALESTAGNE 

1) Soit a0 = ixo,yo} une arête de coût minimum. 

Posons S = txo,yol et T = {a(,}. Passer à II). 
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II) Si S = X, alors (X,T) est l'arbre cherché. Sinon, passer à III). 

III) Parmi les arêtes ayant un sommet dans S et un sommet dans X - S, 

en choisir une, disons a = {~,y}, où x t S et y k S, de coüt 

minimum. Remplacer S par S u {y1 et T par T II {a]. 

Passer à II). 

REMARQUE Dans l'algorithme de Sollin-Calestagne, on construit un 

arbre de plus en plus grand. Après le choix de la kième arête, 

l'arbre, disons Tk, est d'ordre ktl et Tn_i est l'arbre cherché. 

EXERCICES 

112 Appliquer l'algorithme de Sollin-Calestagne au oraphe simple 

valué de la figure 115. 

113 Trouver un arbre partiel de coût minimum dans chacun des graphes 

simples valués suivants: 

114 Dans le graphe simple valué de la 

figure 118, 

a. trouver un arbre partiel de 

coût minimum; 

b. trouver un arbre partiel de 

coût maximum; 

C. trouver une chaîne minimum du 

sommet x au sommet y; 

d. parmi tous les arbres passant 

par les sommets x, u et v, en 

trouver un qui soit de coût 

minimum. 
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5 &Seaux 

DEFINITION Un J&,Q~U est un graphe valué G = (X,U,y) dans lequel 

il y a un unique sommet s (appelé la 5owice) tel que d-(s) q 0 et un 

unique sommet p (appelé le j~ti) tel que d+(p) = 0. Pour u E U, le 

nombre y(u) est appelé la cupatiZtt5 de la flèche U. 

EXFYPLE ' [ FIG,ll9 3 

2 2 

1 
5 3 2 3 

S @ 2 
2 

P 

4 34 2 

3 2 3 

EXEMPLE 2 Le graphe orienté (X,U) peut representer un circuit Plec- 

trique où, pour u c U, v(u) est la capacité du fil électrique u. 

EXEMPLE 3 Le graphe orienté (X,U) peut représenter le réseau de 

transport en commun (en autobus) d'une petite ville. Les sommets s et 

p sont les garages d'entretien et y(u) est le nombre maximum d'autobus 

pouvant emprunter l'artère u durant une heure. 

EXEMPLE 4 Dans la figure 120, les sommets Pi représentent des pro- 

ducteurs et les sommets Dj des distributeurs. 

Lorsque (Pi,Dj) t U, y(Pi,Dj) est le nombre maximum d'unités pouvant, 

durant une semaine, être acheminé par le producteur P; au distributeur 

Dj. Ajoutons deux sommets P et 0, et 

les flèches (P,Pi), Wi, et (Dj,D),'Vj. 

De plus, posons Y(P,Pi) = la production 

hebdomadaire maximum de Pi et Y(Dj,D) = 

la distribution hebdomadaire maximum 

faite par Dj. 
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DEFINITION Dans le réseau, G = (X,U,v), pour x E X posons: 

y+(x) = 
Cx,Y)c" 

v(x.~) et Y-(X) = 
(Y,Xk" 

Y(Y 9x1. 

Il est évident que C Y~(X) = C v-(x). En effet, toute flèche 
xcx xrx 

u = (X>Y). contribue pour Y(U) dans le terme V+(X) de la somme de 

gauche et pour v(u) dans le terme y-(y) de la somme de droite. 

DEFINITION Un #ot f, pour le réseau G = (X,U,y). est une fonction 

f: U + R telle que i) Vu c U, 0 5 f(u) 5 y(u) 

ii) VX E X, f+(x) = f-(x) si x f s et x f p. 

Puisque C f+(x) = x4X f-(x), on a f'(s) : f-(p). Cette quantité 
X<X 

s'appelle la WU&UJL du flot f. De plus, une flèche u = (~,y) est dite 

hcfJ[fléQ (par f), si f(u) - v(u), et Mon-hU&JLk%. si f(u) < y(u). Le 

flot f est dit cump&Z si tout chemin de s â p passe par au moins une 

flèche saturée. 

DEFINITION Dans le réseau, G = (X,U,y), un ensemble de flèches, 

S c U, est appelé un sp-hépahateti (ou séparateur) si tout chemin 

dans G, de s à p, passe par au moins une flèche de S. La VU&UL 

(ou capacité) du SP-séparateur S est y(S) = c v(v). 

REMARQUE Si f est un flot dans le rëseau G = (X,U,,f) et S i U est 

un SP-séparateur de G, alors la valeur de f est au plus egale a la ca- 

pacité de S. Si la valeur de f est y(S), c'est que toutes les flèches 

dans S sont saturées par f. 

Les exemples 2, 3 et 4 devraient convaincre le lecteur qu'il est sou- 

vent utile de trouver un flot maximum, c.-à-d. qui soit de valeur 

maximum. Le theorëme qui suit, officiellement attribue à Ford et 

Fulkerson (1955), mais ëgalement publié, en slovaque, quelques annees 

auparavant par l'école hongroise de théorie des graphes, permettra de 

décrire un algorithme pour construire un flot maximum dans un réseau 

donné. Ce thëorème est appelé le théw&w de du&&2 de Ford-Fulkerson. 

THEOREME (Ford-Fulkerson (1955)). Dans un reseau G = (X,U,v), si f 

est un flot de valeur maximum v, et S est un séparateur de capacité 

minimum c, alors v = c. 

77 
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Piicuue. supposons, au contraire que v z c; par la remarque précédente, 

on a v < c. Soit V u X l'ensemble des sommets x pour lesquels il exis- 

te une chaîne c = Is,x,,...,x~ = XI de s à x dans le graphe orienté 

(X,lJ), où 

(x~,x~+~) Ç U => (x~,x~+~) n'est pas saturée par f, et, 

(xi,xi+i) E ü' ==> f(x. ,xi) > 0. Soit W = X - V. 
1t1 

On a p t W. Sinon, soit E > 0 tel que E c ~(x~,x~+~) - f(xi,xi+i) 

pour tout i avec (xi,xiti) E U et tel que E 5 f(xi+l,xi) pour tout i 

tel que (xitiYxi) c U. Il est clair que f': U -f R, défini par: 

f(u) si u n'est pas dans la chaîne c 

f(u) + E si u = (xi,xiti) est dans la chaîne c "dans le bon 

f'(u) = 

L 

sens" 

f(u) - E si u = (xi+i' xi) est dans la chaîne c "dans le 

mauvais sens", 

est un flot dans G = (X,U,y) de valeur strictement supérieure à la va- 

leur du flot maximum f. Ceci est une contradiction et on doit donc 

avoir p 6 W z @. Soit S' c U défini par: 

S' = i(x,y)Ix 6 V et y E W1 f @. On voit facilement que S' est un 

séparateur dont la capacité est égale à v; contradiction car alors 

y(S) < y(S) et S est minimum. En effet, S' est évidemment un sépara- 

teur et de plus toute flèche (~,y) c S' est saturee par f sinon y t V. 

EXEMPLE Considerons le réseau décrit par la figure 119. Il est 

facile de voir que le flot f (fig. 121) et le séparateur S (fig. 122) 

sont respectivement maximum et minimum. 

FIG,121 2 
2 2 

4 2 
0 

13 
S 

2 

f 439 

P 

3 0 1 2 4 

3 2 
2 

Il22 2 

2 
S 

@ 

P 

3 

J 
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ALGORITHME DE FORD-FULKERSON pour trouver un flot maximum dans 

un réseau G = (X,U,y) donné. 

Première partie: trouver un flot complet. 

1) Choisir arbitrairement un flot f. Par exemple, on peut prendre 

le flot nul, f(u) = 0, Vu < U. Mais il est préférable d'en prendre un 

dont la valeur est la plus grande possible. 

II) Noter- les flèches de G saturées par f. Dans le graphe 

partiel, composé des flèches non-satur6es, chercher un chemin de 

s à p. Si un tel chemin n'existe pas, par définition, ceci veut dire 

que f est le flot complet cherché. Si c = [s= x0, x1, . . . . xk = p] est 

un chemin composé de flèches non-saturées, poser 

E = min iy(xi,xiti) - f(xi,xitl)l et remplacer, VO 2 i < k, la 
O,:i s-k 

valeur de f(xi,xitl), Par f(xi,xi+l )te.Dans le chemin c au moins une 

flèche deviendra alors saturée. En appliquant l'ëtape II), aussi 

longtemps que possible, on trouve finalement un flot complet pour G. 

Deuxième partie: à partir d'un flot complet f, construire un flot 

maximum. 

III) Attribuer aux sommets de G des étiquettes t ou - en observant, 

aussi longtemps que possible, les règles suivantes: 

i) le sommet s reçoit l'étiquette t. 

ii) si x a une étiquette, (~,y) t U est une flèche non-saturée par f 

et y n'a pas d'ëtiquette, alors y reçoit l'étiquette t. 

iii) si x a une étiquette, (y,x) t U est une flèche non-nulle, c.-à-d. 

f(y,x) > 0, et y n'a pas d'étiquette, alors y reçoit l'étiquette -, 

A la fin de l'étape III), de deux choses l'une. Ou bien le puits p 

n'est pas étiqueté et alors le flot f n'est pas seulement complet mais 

également maximum. Ou bien le puits p a reçu une ëtiquette (nécessai- 

rement t). Dans ce cas, prenons une chaîne c = rs q xO,xI,...,xk = pl, 

où pour certains i, x. ,+1 a l'étiquette t, (xi,xiti) t U et 

0 r: Fi = y(xi,xiti) - f(xi,xi+l), et, pour les autres i, x. a l'ëti- 
ltl 

quette -, (xiti,xi) CI U et ~~ = f(xitl,xi) > 0. On chanqe alors la 

valeur de f(xi,xitl) par f(xi,xitl) + E, si xiti a rIetiquette t, et 

la valeur de f(xi+],xi) par f(xitl,xi) - s, si xiti a l'étiquette -, 

où E = min 
Ei' 

Il est clair qu'à la fin de l'étape HI), la valeur 
Osi <k 

du flot f a été augmentée de E. On applique l'étape III) jusqu'à ce 
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que le sommet p ne reçoive plus d'étiquette. Le flot f est alors le 

flot maximum cherché. 

EXEMPLE Considérons le réseau décrit par la figure 123. A l'étape 

1), le lecteur peut, par exemple, choisir le flot de valeur 10, donné 

par la figure 124, où on a indiqué les flèches saturées. 

6 7 

En appliquant l'étape II) au flot f,, le lecteur trouve le flot com- 

plet f, de valeur 11 (fig. 125). L'étape III), appliquée à f,, donne 

des étiquettes, où p recoit l'étiquette f et où la chaîne de s à p 

(fig. 126) pour laquelle t: = 2, permet d'obtenir le flot f3, de valeur 

13, qui est alors maximum (fig. 127). 

FIG,125 
3 4 

3 1 0 4 

4 3 
S 

m 

P 

4 3 7 

fL 
4 4 

FIG,126 3 
4 

En effet, en appliquant, à nouveau, l'étape III) à f3, on trouve les 

étiquettes et le SP-séparateur de valeur 13, donné par la fig. 128. 

FIG,127 3 4 

S P 

f 
1 

6 6 

EXERCICES 

FIG,128 + 3 4 

+ 6 6 

115 Trouver un flot maximum dans chacun des réseaux suivants: 
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a. 

b. 

116 Dans le réseau suivant, 

a. trouver un flot maximum. 

b. combien y a-t-il de flots 

maximums? 

c. existe-t-il un flot complet 

qui ne soit pas maximum? 

117 Chaque semaine, la succursale Si (i = 1,...,5) de la Croix-Rouge 

peut acheminer jusqu'à aij litres de sang à l'hôpital 

Hj (j = 1,...,6). Sachant que durant la semaine, les succursa- 

les disposent de respectivement 200, 300, 250, 300, 150 litres 

et qu'un hôpital n'arrive jamais à utiliser plus de 250 litres, 

trouver la quantité maximum de sang pouvant hebdomadairement 

être utilisée dans l'ensemble des hôoitaux. 

raijl = 

ï-00 80 40 0 0 

120 110 150 0 0 0 

0 40 90 100 0 0 

0 0 90 100 40 90 

0 0 0 80 100 50 

118 Dans le réseau de la fig. 132, trouver un flot complet qui ne 

soit pas maximum. Trouver, à partir de ce flot, un flot maximum 

et le séparateur, de même valeur, qui lui est associé. 
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6 couplage 

Soit G = (X,A) un graphe simple. Un cout2aLje M de G est un sous- 

graphe de G qui est régulier de degré 1; en d'autres mots, M est un 

ensemble d'arêtes disjointes. Nous dirons que M sature le sommet x 

si dM(x) = 1, et que M sature S - X, si Vx c S, M sature x. Si M 

sature X, on dit que le couplage M est y~nti~ait. Un couplage parfait 

M de G n'est donc rien d'autre qu'un facteur linéaire de G. Le cou- 

plage M est dit maximal (maximum) si pour tout couplage M', 

M < M' =z, M = M' (IMI < IM'I -> IMI = IM'I). Une chaîne c de G est 

dite aYlewzde (par rapport au couplage M) si les arêtes de c sont 

alternativement dans A - M et dans M. 

THEOREME (Hall, 1935). Soit G un graphe simple biparti dont {X,Y} 

est une bipartition. Alors il existe un couplage M de G saturant X, 

si et seulement si, pour toute partie S de X, on a IV(S)1 1 ]SI, où 

V(S) L Y est l'ensemble des sommets voisins de S, c.-à-d. adjacents 

à au moins un sommet de S. 

Pceuve. Supposons que G admette un couplage M, saturant X, et soit 

s L x. Comme M détermine une bijection entre S et un sous-ensemble 

de V(S), on a bien IV(S)/ > ISI. 

Inversement, supposons que VS c X, IV(S)1 2 ISI, mais que G n'admette 

aucun couplage saturant X. Soit M un couplage maximum de G et x0 6 X 

un sommet non-saturé par M. Posons T = Tz c X il Ylil existe une 

chaîne alternée, par rapport à M, de x0 à ~1. Le sommet x0 est le 

seul sommet non-saturé de T, autrement il y aurait une chaîne alternee 

c de x0 â z, avec z non-saturé; c.-â-d. c = [xo,xl,...,x 
zkil 

= 21. 

Ceci est contradictoire car en remplaçant dans M les arêtes 

ix,,x,i, {X3'Xkl, . ..> IX2k-i'X2k } par les arêtes {x0,x,1, {x2,x,}, 



6 couplage 

. . ., {X$pQti 1, on obtient un couplage M' de G avec 

iM'I = IMI + 1 > IMI. Soit, maintenant S = X n T et S' = Y n T. Il 

est facile de voir que V(S) = S', 

mais comme M établit une bijection 

entre S - {x0} et S', on a 

\S'\ = \SI - 1. Ceci contredit 

l'hypothèse de départ car alors 

IV(S)1 < 1x1. 

COROLLAIRE Soit G un graphe simple biparti régulier de degrê k > 0, 

alors G admet un couplage parfait. 

PQelLve. Soit {X,Y} une bipartition de G. Comme le nombre d'arêtes de 

G est à la fois klX/ et k/YI, on a 1x1 = IYI. Pour S L X, soit A, les 

arêtes de G incidentes 3 un sommet de S et A, les arêtes de G inci- 

dentes à un sommet de V(S). On a alors IA,\ = k . \SI, IA,\ = k .IV(S)l. 

De plus, IA>/ 2 IA,\ car, évidemment, A, c A,. Ceci montre que 

IV(S)1 2 ISI. Par le théorcme de Hall, il existe donc un couplage M 

saturant X. Comme 1x1 = \Y(, le couplage M est parfait. 

REMARQIJE Ce corollaire est souvent appelé le théo,tème de,5 mti<ayes. 

Si dans l'ensemble des clients d'une agence de rencontre, chaque homme 

est compatible avec k femmes, et inversement, chaque femme est compa- 

tible avec k hommes, où k 2 1, alors il existe un couplage parfait des 

hommes avec les femmes. 

EXERCICES 

119 Dans le graphe simple à droite, IFIG,134I 

a. trouver un couplage maximal qui ne 

soit pas maximum; 

b. trouver un couplage parfait. 

120 Prouver que les graphes simples suivants admettent un couplage 

parfait: 

a. le graphe biparti complet, Kn ,,; 

b. le cube de dimension n, Bn; 

C. le graphe de Petersen généralisé, P(n,k); 

83 
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d. le graphe complet, K,,. 

121 Est-il possible de recouvrir l'é- 

chiquier (fig. 135), auquel il 

manque deux cases, à l'aide de 31 

pièces de domino de grandeur 1 par 

Z? 

FIGn135 

122 Prouver que tout graphe simple biparti régulier de degre k 2 1, 

possède une factorisation linéaire. 

L'algorithme de Ford-Fulkerson (présente dans la section precedente) 

peut être utilise pour résoudre un problème de couplage. 

Plus précisément, soit G un graphe biparti, dont iX,YI est une bi- 

partition. Construisons un réseau, dont l'ensemble des sommets est 

ts,pI u X u Y, en prenant comme fleches les couples (s,x), Vx t X, 

les couples (y.~), Yy E Y, et les couples (~.y) où ix,yI est une arête 

de G. De plus, on pose v(u) = 1 pour toute flèche de ce graphe oriente. 

Par exemple, le graphe biparti de la figure 136 donne le reseau de la 

figure 137. 

FIG,136 FIG,137 

z - 

S P 

En ne considérant que des flots prenant les valeurs 0 et 1, l'algo- 

rithme de Ford-Fulkerson donne un flot maximum f de valeur k. Les k 

flèches, de la forme (~,y) et de valeur 1, donnent alors un couplage 

maximum M = {{x,y)lf(x,y) = 11, de valeur k dans G. Bien sûr, on a 

k 5 min{IXIJYI), et si k = 1x1 (k = IYl), alors M sature X (sature Y). 
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EXEMPLE On considère le réseau donne par la figure 137. 

-IG,138 f 
l 

-IG,140 

La figure 138 est un flot complet, f: U -f {0,11, où un trait au crayon 

gras représente une flèche de valeur 1 et un trait fin une flèche de 

valeur 0. 

La figure 139 représente l'étape III) de l'algorithme de Ford-Fulkerson 

donnant le flot maximum de la figure 140. 

EXERCICES 

123 Dans le graphe biparti suivant, X est un ensemble de travail- 

leurs et Y est un ensemble d'emplois; de plus, la présence de 

l'arête {~,y1 veut dire que x peut 

occuper l'emploi y. Trouver une 

façon d'attribuer le plus d'emplois 

possibles aux travailleurs dans X. 

124 Dans le graphe biparti suivant, X est un ensemble de clubs et Y 

est un ensemble d'individus; de plus la présence de l'arête 

{~,y} veut dire que l'individu y 

fait partie du club x. Trouver 

le plus de représentants distincts 

pour les clubs. 





4 

PLANARITÉ 

1 graphes planaires 

Soit rO,l 1 = it t RIO < t 5 11 et f: 10,ll + R2 une fonction continue, 

on appelle l'image C = fCO,ll de f une cutibe ~~~untie. Les points 

f(0) et f(1) sont les exaMmtién de C. On dit que C est dehmée si 

f(0) = f(1) = x. On dit aussi que C est une boucle en x. On dit que C 

est &wtpYe si f peut être choisie telle que VD < t, s < 1, 

f(t) = f(s) -> t = s (c.-à-d. si C ne se coupe pas). 

Une courbe fermée et simple est souvent appelée Cou/rbe de Jmdan. 

DEFINITION Une &gutle yJ.enntie est un couple ordonné (X,F), où 

X z R2 est un ensemble fini, appel6 ensemble des sommets, et où F i R2 

est la réunion d'un nombre fini de courbes planaires simples entre ces 

sommets. De plus, deux quelconques de ces courbes, si elles ne sont pas 

distinctes, ne peuvent avoir comme intersection qu'une ou deux extré- 

mités communes. Si x E X, on note deg x le nombre de courbes ayant x 

comme extrémité, en comptant deux fois les boucles en x. Par abus de 

langage, on dit souvent que F est la figure planaire. 

EXEMPLES Les figures 143, 144, 145 et 146 représentent respective- 

ment quatre figures planaires, (Xi,Fi), i = 1, 2, 3, 4. 87 
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FIG,l46 

Noter que (X,,F,) et (X,,F,) sont différentes, bien que X = X3 et 2 
que les courbes de F2 et de Farelient les mêmes paires de sommets. 

Noter également que (X,,F,) et (X,,F,) sont differentes, bien que les 

ensembles F, et F, soient égaux. 

DEFINITION Un graphe simple G = (X,A) est dit planaix s'il admet 

au moins une représentation géométrique (voir page 2 ) qui soit une 

figure planaire. On appelle une telle représentation géométrique un 

p&ohyement de G dans R*. 

EXEMPLE 1 Le graphe complet K4 est planaire puisque la figure 147 

en donne un plongement. 

EXEMPLE 2 Le graphe simple, décrit par la figure 148, est planaire 

car la fiqure 149 en est une autre représentation géométrique qui, 

cette fois, est une figure planaire. 

FIG,147 FIG,148 FIG,149 

a 

Le théorème suivant décrit une propriété fondamentale de la topologie 

du plan cartésien R'. 

THEOREME DE JORDAN Soit C c R2 une courbe fermée simple. L'en- 

semble IR* - C est alors la réunion disjointe de deux ouverts dont la 

frontière commune est C. Un de ces ouverts, noté <. est borne, l'autre, 

noté 5, est non-borné. On appelle { l'intérieur de C et 5 l'exterieur 

de C. 

pour ~JmuW, consulter un bon livre de topologie, par exemple [8]. 
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Ce théorème est intuitivement évident, mais c'est en essayant de le 

démontrer rigoureusement qu'on découvre la différence entre un mathé- 

maticien et un dessinateur. 

COROLLAIRE Soit x et y deux points distincts d'une courbe de Jordan 

C, et D une courbe simple de x à y telle que C n D = {~,y). Soit 

Do = D - {~,y}, alors on a Do c [ ou Do c 5. 

Pceuve. Supposons le contraire; Do n < et Do n 5 sont alors des ouverts, 

disjoints et non-vides de Do, dont la réunion est Do. Par définition, 

Do est donc un espace non-connexe. Ceci contredit le fait que l'image, 

par une fonction continue, d'un espace connexe est toujours un espace 

connexe. En effet, si f: [O,ll + R2 est une fonction continue telle 

que flO,ll = D, alors, (0,l) étant connexe, l'ensemble f(O,l) = Do 

devrait l'être aussi. 

FIG,l!ïO 

(L-&-p 

Revenons pour le moment à la notion de graphe planaire. Les deux pro- 

positions qui suivent nous donnent nos premiers exemples de graphes 

non-planaires. 

PROPOSITION Le graphe complet K, est non-planaire. 

PJleuvc. Supposons K5 planaire et soit F c Ri une figure planaire, qui 

en est une représentation géométrique. Soit v, w, x, y, z les sommets 

de F. 

Les courbes dans F allant de v â w, de w 

à x, de x à y, de y à z et de z à v, 

mises bout-â-bout, donnent une courbe 

fermée simple C. La courbe, dans F, 

allant de z à w, est, ou bien à l'inté- 

rieur, ou bien à l'extérieur de C (co- 

FIG,151 

rollaire précédent). Sans perte de géneralité, supposons qu'elle est 

à l'intérieur de C. Les courbes de v à y et de v à x sont alors à 

l'extérieur de C et la courbe de z à x à 1'intPrieur de C. L'existence 
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de la courbe de y a w dans F ne coupant aucune dies courbes dFjà tracees 

est alors contradictoire car w est a l'intérieur de la courbe fermee 

simple rz,x,v,zl et y à l'exterieur. 

PROPOSITION Le graphe biparti complet K3 3 est non-planaire. 
I 

PXCUWQ. Supposons K3 3 planaire et soit F une figure planaire qui en 

est une représentatio; géométrique. 

Soit a, b, c, x, y, z les sommets de F. 

Considérons la courbe fermée simple C, obtenue en mettant bout-à-bout 

les courbes de F allant respectivement de a à x, de x à b, de b à y, 

de y à c, de c à z et de z à a. 

Supposons que la courbe de a à y, soit, par exemple, à l'interieur de 

C. La courbe de z à b est alors à l'extérieur de C, autrement un 

point z', intérieur à la,y,c,z,al FIG,152 
et voisin de z, serait relié à b, 

qui, lui, est à l'exterieur de 

ia,y,c,z,al, par une courbe ne 

coupant pas la,y,c,z,a]. L'exis- 

tente de la courbe de c à x dans F, 
X 

conduit à une contradiction. En 

effet, le point c est à l'intérieur 

de la,y,b,z,al et x à l'extérieur. 

DEFINITION Appelons ubdiwtiion du graphe simple G = (X,A), tout 

graphe simple obtenu en ajoutant, sur les arêtes de G, de nouveaux 

sommets (qui sont alors de degré égal à 2). 

EXEMPLE La figure 154 donne diverses subdivisions du graphe simple 

de la figure 153. 

mi-F1m ~~ IyJq 

I 

PROPOSITION Si le graphe simple G = (X,A) contient, comme sous- 
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graphe, une subdivision de K5 ou K3 3, alors G n'est pas planaire. 
9 

Ptieuve. Toute représentation géométrique F de G donne une represen- 

tation géométrique de K5 (ou K3,3) en effaçant les courbes et sommets 

superflus et en enlevant les sommets de la subdivision. Si F est une 

figure planaire, on obtient ainsi une figure planaire représentant K, 

(ou K3 3). Ce qui contredit le fait que K5 et K3 3 ne sont pas 

planaikes. 

REMARQUE Kuratowski a démontré (1930) que, réciproquement, tout 

graphe non-planaire s'obtient de cette façon (voir 111 ou 121). La 

non-planarité est une maladie dont plusieurs graphes simples sont 

atteints. Les seuls virus pouvant la transmettre ont cependant été 

isolés par Kuratowski, ce sont K5 et K3 3. 
> 

Quelle que soit la surface T et le graphe simple G, il est intéres- 

sant de se demander si G peut être plongé (c.-à-d. tracé sans inter- 

section des arêtes) dans T. Une telle representation de G comme figure 

sur T est appelée un p&uzgement de G dans T. 

La proposition qui suit règle le cas de la sphère S. 

PROPOSITION Un graphe simple peut être plongé dans S si et seule- 

ment s'il est planaire. 

PhQuv4. Définissons S c R3, par S = {(x,y,z)Ix2 + y* + z2 = l}, 

c.-à-d. la sphère de rayon 1 centrée au point (O,O,O). Le point 

P = (O,O,l) est appelé le pXe nmd. Les topologues utilisent sou- 

vent une bijection y de S - Cpi sur R’, appelée la phcljetian nRëMo- 

y4apCLique. Etant donné un point q t S - 1 p 1, on définit y(q) = q' 

comme étant l'unique point de RZ q IR2 x {OI 5 lR3, se trouvant sur la 

droite passant par p et q (fig. 

q = (x,y,zj, alors 

q ' = (&,ï*);inversement 

si q' = (~,y). alors 

q=( 
2x, .?y, x2 + y2 - 11 

1 t x2 t y2 

155). Plus précisément, si 
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A tout plongement de G dans R2, on peut donc associer un plongement 

de G dans S . Inversement, à tout plongement de G dans S , ne tou- 

chant pas au pôle nord, on peut, par projection stéréographique, asso- 

cier un plongement de G dans R'. 

EXERCICES 

125 

126 

127 

128 

*129 

Soit C une courbe fermée simple dans le plan R’. Soit { son in- 

térieur et E son extérieur. Si D est une demi-droite partant 

d'un point p t R2 - C, et ne coupant C qu"en n points non-tangents 

à c, vérifier que n est pair si 

et seulement si p E E: et que n est 

impair si et seulement si p E [ 

Appliquer ce critëre aux trois 

points de la figure 156 pour dé- 

terminer s'ils appartiennent à [ 

ou a 5. 

Montrer que K3 3, KS, K6 et K,, 

peuvent étre p;ong&s dans la sur- 

face T, où T est un Z~tahe (fig. 157). 

r 
FIG,157 

L 

Définir la notion de graphe ~RtiuJ. en remplaçant R2 par lR3, et 

prouver que tout graphe simple est spatial. 

Ces graphes simples suivants sont-ils planaires? 

a. K 
P.9 

b. R,,(roi) 

c* FIG,l58 

m 

d. 

Trouver, à isomorphisme prës, tous les graphes simples non- 

planaires d'ordre 6 ou moins. 
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130 Soit G un graphe simple et G son complémentaire, prouver que si 

IGl-11 alors G ou G est non-planaire. 

131 Trouver des graphes simples G, d'ordre 8, tel que G et G soient: 

a. tous deux planaires, b. tous deux non-planaires. 

2 formule d’Euler 

Soit F i R2 une figure planaire. Les composantes connexes de l'en- 

semble R7 - F sont appelées les &u% de F. En d'autres mots, pour 

x, y ,~ R’ - F, si l'on pose x s y lorsqu'il existe une courbe de x à 

y &Ii?, P - F, on obtient alors une relation d'équivalence sur l'en- 

semble R2 - F, dont les classes sont précisement les faces de F. Il 

est à noter qu'une figure planaire admet toujours une face non-bornée, 

appelée la face in&tie. 

EXEMPLE La figure planaire suivante admet quatre faces. 

FIG,160 

THEOREME (formule d'Euler (1752)) Si F est une figure planaire 

connexe admettant n sommets, m courbes et f faces, alors: 

n-mtf=2. 

Pfieuwe par récurrence sur m. Si m = 0, alors n = f = 1 et la formule 

est vérifiée. De même si m = 1, on a n = 1 et f = 2 (si la courbe 

est une boucle) ou, n = 2 et f = 1. Supposons la formule vraie pour 

toute figure planaire connexe ayant m courbes ou moins. Soit F une 

figure planaire connexe à m courbes (n sommets et f faces) à laquelle 

on ajoute une(m + l)ième courbe C. Si C est une boucle, alors m de- 

vient m $ 1, f devient f t 1 et n reste inchangé, la formule reste 

donc vraie. Si C relie deux sommets distincts de F, alors f devient 

f + 1 (car une face de F est coupée en deux), m devient m + 1 et n 
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reste inchangé, la formule reste donc vraie. Fi#nalement., si C est 

une courbe reliant un sommet de F à un nouveau sommet, alors f reste 

inchangé, et, n et m sont augmentés de 1. La formule d'Euler reste 

donc également vraie dans ce dernier cas. 

La formule d'Euler a d'importantes conséquences dans l'étude des gra- 

phes simples planaires. 

PROPOSITION Si F et F' sont deux figures planaires obtenues en 

plongeant le graphe simple G = (X,A) dans W2. alors F et F' ont le 

même nombre de faces. 

Piieuwe. On peut, bien sûr, supposer G connexe. Soit n = 1x1, m = /Al. 

Onan-mtf=Z=n-m+f', où on note par f et f' le nombre de 

faces de F et F'; d'où f = f'. 

PROPOSITION Soit G un graphe simple planaire ayant n sommets, m 

arêtes et f faces, alors 3f 5 Zm. 

Preuve. Numérotons de 1 à m les arêtes de G et de 1 à f les faces de 
.- 

F. Soit A = (aij) la matrice m x f où aij est 1, si la ileme arête 

est sur la frontière de la j ième face, et 0, dans l'autre cas. 

Soit o = C aij. Puisque chaque courbe de F borde au plus deux faces, 
i,j 

Comme G est un graphe simple, 

chaque face est bordée par au moins trois courbes. On a donc 

0= aij) z Z 3 = 3f. D'où 3f 5 o 2 2m. 
j=l 

COROLLAIRE Soit G un graphe simple planaire connexe d'ordre n, où 

n > 3, et ayant m arêtes, alors m 5 3n - 6. 

P/reuve. Comme 6 est connexe, on a n - m + f = 2, où f est le nombre 

de faces d'un plongement planaire F quelconque de G. Par la proposi- 

tion precédente, on a cependant f 5 5. D'où l'on tire n - m t q 2 2, 

c'est-à-dire m 5 3n - 6. 

COROLLAIRE Le graphe complet K5 est non-planait-e. 
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PheuvQ. Dans ce cas, n q 5 et m q 10; puisque m > 3n - 6, le graphe 

simple K, n'est donc pas planaire. 

COROLLAIRE Le graphe biparti complet K, 3 est non-planaire. 
, 

Pkeuve. Dans ce cas, n = 6 et m = 9; 1 'inégalité m 5 3n - 6 est donc 

vérifiée. Cependant, Puisque chacune des f faces de toute figure 

planaire représentant K,,, est bornée par au moins 4 courbes (K, 3 

étant biparti), on a 4f 5 2m. 
3 

La formule d'Euler donne donc 

2 : n - m + f 5 n - m + m, c.-à-d. m 12n - 4. 
2 Ce qui est absurde 

car alors 9 5 2 * 6 - 4 = 8. 

EXERCICES 

132 

133 

"134 

Verifier la formule d'Euler pour la fiaure planaire suivante: 

a. FIkh b.rk 

a. Prouver que si la figure planaire F possède k composantes 

connexes, alors n-m+f=k+l. 

b. Que vaut n - m + f pour la figure planaire suivante: 

a. Plaçons n points sur un cercle; en combien de régions ce 

cercle est-il subdivise lorsqu'on trace toutes les cordes 

possibles entre ces n points, en supposant que les n points 

sont en position génerale (c.-à-d. que trois de ces cordes 

ne sont jamais concourantes)? 

b. Trouver les trois prochains termes de la suite: 1,2,4,8,16,... 
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135 Si G = (X,A) est un graphe simple planaire, sans triangle, prou- 

ver que m < 2n - 4, où n = 1x1 et m = IAI. 

3 polybdres rbguliers 

DEFINITION A tout pofLy&he P (c.-à-d. un solide à trois dimensions 

borné par des faces qui sont des polygones), on peut associer un graphe 

simple, G = (X,A), où X est l'ensemble des sommets de P et où ix,y) c A 

si et seulement si le segment [x,yJ est un côté de P. 

DEFINITION Le polyèdre P est dit CCJMWXQ si Yx,y c P le segment 

rx,yl est contenu dans P. 

PROPOSITION Le graphe simple G associe à un polyèdre convexe P est 

toujours planaire. 

P/reuve. Choisissons un point p, à l'interieur de P, (par exemple le 

centre de qravitë de P) et une sphëre S, centree en p,, et de rayon 

suffisamment grand pour contenir entièrement P. Considerons la fonc- 

tion T de P sur S qui associe à tout point q t P l'unique point de S 

rencontré par la demi-droite issue de p, et passant par q. L'image 

par ? des sommets et côtés de P détermine un plongement de G sur la 

sphère S. Puisque G peut être plongé dans S, il est donc planaire. 

PROPOSITION Soit P un polyèdre convexe ayant n sommets, m côtés et 

f faces. Notons sk le nombre de sommets de degré k et fk le nombre de 

faces ayant k côtés, alors C ksk = 2m = 1 kfk. 
k>3 k>3 

PhCXVt. La formule, i ksk = 2m, n'est rien d'autre que le lemme des 
k=3 

poignées de mains. Dans la somme Ckfk, comme chaque côte apparaît sur 

la frontière d'exactement deux faces, il est compté deux fois et on 

trouve 2m comme total. 

COROLLAIRE Tout polyèdre convexe contient au moins un sommet de 

degré 3, 4 ou 5, et au moins une face ayant 3, 4 ou 5 côtes. 

Preuve. Si s3 = s, = sg = 0, alors 2m = C ksk 2 ~6s~ = 6n. Ceci 
k26 
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contredit l'inégalité, m < 3n - 6, démontree pour les graphes planaires. 

Si f 3 = f,+ = f, q 0, alors on a 2m = C kfk L 6f. Comme le graphe 
k-6 

simple associé au polyèdre est planaire, on a également n - m t f q 2 

et 3n 5 2m. Ceci est absurde, car alors 2 = n - m t f 5 $ - m + $ = 0. 

GEFINITION Un polyèdre convexe est dit hCg&%e~ si tous ses sommets 

sont de degré r et toutes ses faces ont s côtés. 

Trouvons maintenant tous les polyèdres réguliers. Par les resultats 

déjà obtenus, nous savons que r = 3, 4 ou 5 et, s = 3, 4 ou 5. De 

plus, 2m = n .r = f BS et n - m + f = 2 où, comme d'habitude, n est 

le nombre de sommets, m le nombre de côtés et f le nombre de faces. 

On en tire l'équation k + f = k + k. 

Regardons les différents cas. 

1) Si r = s = 3, alors n = 4, m = 6 et f = 4. Té&&dhe (fig. 164). 

II) Si r = 3 et s = 4, alors n = 8, m = 12 et f = 6. Cube (fig. 165). 

III) Si r = 3 et s = 5, alors n = 20, m = 30 et f = 12. Du&&&&e 

(fig. 166). 

IV) Si r = 4, alors s = 3, n = 6, m = 12 et f = 8. OctitaQdhe (fig. 167). 

V) Si r = 5, alors s = 3, n = 12, m = 30 et f = 20. Zconaèdhe 

(fig. 168). 

-1 FIG,166 

REMARQUE L'existence des cinq polyèdres requliers est connue depuis 

des millénaires; ils sont souvent appel& les bolida de P&&JM. 

EXERCICES 

136 Soit P un des 5 polyèdres réguliers considéré comme graphe sim- 

ple. Inscrire P dans une sphère S pour en construire un plon- 

qement dans S, où le pôle nord correspond au milieu d'une face. 

Tracer ensuite un plongement de P dans IR2 par projection 

stéréographique. 
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137 Soit P un polyèdre convexe. Le du& de P s'obtient en prenant 

comme sommets les centres des faces de P et en joiqnant, par des 

segments, les centres des faces adjacentes. Trouver le dual de 

chacun des 5 polyèdres réguliers. 

4 thborème des cinq couleurs 

Une cahte dc géog~~apCtie (ou c&e plantiw) est une figure planaire 

connexe C dont chaque courbe est sur la frontière de deux faces et 

dont chaque face a pour frontière une courbe fermee obtenue en mettant 

bout-à-bout des courbes de C. Une face entourée de k courbes est ap- 

pelée une k-face de C. 

EXEMPLE Parmi les deux figures planaires suivantes, seule la première 

est une carte. 

FIG,170 

Le graphe simple, noté GC, associé à la carte C, a pour sommets les 

faces de C, deux faces étant adjacentes si et seulement si au moins 

une courbe de C est sur leur frontière commune. 

Colorier la carte C à l'aide de k couleurs, veut dire attribuer à cha- 

cune des faces une des k couleurs de sorte que deux faces adjacentes 

(c.-à-d. avec une frontière commune) ne soierIt jamais de la même cou- 

leur. Ceci revient évidemment à trouver un k-coloriage du qraphe 

simple GC. 

THEOREME (des cinq couleurs). Toute carte peut être coloriée avec 

5 couleurs. 



4 thbor6me des cinq couleurs 

Le reste de cette section sera consacré à la preuve classique, qui 

nous vient de Heawood (1890), du theorème des 5 couleurs. 

Pour prouver le théorème des 5 couleurs, notons d'abord qu'il est suf- 

fisant de le prouver pour toute carte dite héc@Y&e, c.-à-d. sans 

boucle et ne possRdant que des sommets de deqré 3 . 

En effet, si deg p = 2, on peut alors enlever p sans modifier le pro- 

blème du coloriage. Si deg p > 3, alors il suffit de "remplacer" le 

sommet p par une petite k-face, où k = deg p (fig. 171), pour obtenir 

k nouveaux sommets tous de degré 3. 

/ FIGs171 

Si C contient une boucle, puisqu'elle n'est "contenue que dans une 

face", on peut sans problème l'effacer. 

En éliminant de cette façon les boucles et les sommets de degré diffé- 

rent de trois, on obtient une carte régulière C'. Tout 5-coloriage de 

C', puisque C' contient plus de faces et les mémes relations d'adja- 

cence entre les anciennes faces, donne évidemment un 5-coloriage de C. 

PROPOSITION Toute carte régulière C est 5-coloriable. 

Pheuue par récurrence sur m (le nombre de courbes de C). 

Bien sûr, si m est petit, il y a moins de 5 faces, et C est évidemment 

5-coloriable. Supposons donc que C soit une carte r&gulière, formée 

de m courbes et que toute carte régulière ayant moins de m courbes 

soit 5-coloriable. 

Soit fk, k 2 2, le nombre de k-faces de C. Soit n le nombre de som- 

mets et f le nombre de faces de C. 

En comptant les faces, on trouve: f = C fk; en comptant les courbes 
k,2 

et les sommets, on trouve: 2m = C kf 
k?2 k 

= 3n. Puisque la formule 

d'Euler s'applique à la figure planaire connexe qu'est C, on trouve: 

12 = 6f - 3(2m) t 2(3n) = 4f, + 3f, + 2f, + f, - f, - 2f, - 3f, - . . . 

On en déduit donc qu'un des quatre cas: f. f 0, f- 2 0, f 2 0 ou 

99 
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f 5 f 0, se produit nécessairement dans C. Montrons que, dans chacun 

de ces 4 cas, la carte C est 5-coloriable. 

Notons les couleurs par des lettres grecques. 

Cas 1. Soit E. une Z-face de C, entouree par les courbes c1 et c2 

(fig. 172). Enlevons la courbe cî et colorions la carte regulière 

C', ayant moins de m courbes, ainsi obtenue (fiq. 173). Maintenant 

que C' est 5-coloriée, on dispose d'une troisième couleur, pour colo- 

rier E o, après avoir retracé c, (fig. 174). 

p?---=qp 

Cas II. Soit E. une 3-face de C (fig. 175). Comme precedemment, on 

efface une courbe frontière de E , on colorisc la carte obtenue (par 

hypothèse de récurrence) (fig. 175) et on replace la courbe enlevée. 

Comme E. ne touche qu'à 3 faces, on dispose ,alors d'une quatrième 

couleur pour colorier E. (fig. 177). 

FIGm175 FIG, 176 FIGn177 

Cas III. Même chose que dans les deux cas precedents, sauf que cette 

fois-ci, on dispose â la fin d'une cinquième couleur pour la 4-face 

EO. 

Cas IV. Ce cas est plus délicat. Soit E. une 5-face, et El, E2, E3, 

E 4' Es3 ses cinq faces adjacentes (fig. 178). Certaines de ces faces 

peuvent trës bien être adjacentes, ou même co?ncider les unes avec 

les autres. Nous dirons alors qu'elles se touchent. Si El et E3 se 

touchent, alors E, et E, ne peuvent se toucher. (Ceci résulte du 

théorème de Jordan). Sans perte de généralité, supposons donc que E 2 
et E, ne se touchent pas. En d'autres mots, ce sont deux faces dis- 

tinctes non-adjacentes. Effaçons la courbe c1 qui est sur la frontière 

de E. et E2, et la courbe cp qui est sur la frontière de E. et E, 



4 thbor&me des cinq couleurs 101 

(fig. 179). Colorions la carte ainsi obtenue (puisqu'elle a moins de 

m courbes). Lorsqu'on retrace les courbes c et c2, puisque E2 et E 
1 4 

ne se touchent pas, on peut les laisser toutes deux de la couleur a. 

On dispose alors de la cinquième couleur, disons E, pour colorier E. 

(fig. 180). 

En résumé, on a ramené le problème à l'étude de quatre cas et, dans 

chacun de ces quatre cas, l'existence d'une 5-coloration de C a été 

démontrée. 

REMARQUE Durant plusieurs décennies, de nombreux mathématiciens ont 

tenté de démontrer la célèbre conjecture des quatre couleurs: "Toute 

carte peut être coloriée à l'aide de 4 couleurs". En juillet 1976, 

K. Appel et W. Haken y sont finalement parvenus en reduisant le pro- 

blème à l'étude de plusieurs milliers de cas, ensuite analysés à 

l'aide d'ordinateurs 1151. 

EXERCICES 

138 Soit C une "carte" obtenue en traçant un nombre fini de droites 

dans le plan. Montrer que y(GC) = 2. 

139 

140 

Prouver que quelle que soit la carte C, le graphe simple GC est 

planaire. 

Colorier la carte suivante avec quatre couleurs. 

1 FIGa181 
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141 

142 

143 

144 

"145 

146 

Partager la surface d'un tore en sept pays connexes, de sorte 

que chaque pays ait une frontiere commune avec chacun des six 

autres. 

Soit C une carte planaire ayant plus d'une face. Prouver que 

y(GC) = 2 ssi Vp, d(p) est pair. 

Soit C une carte planaire ayant plus de deux faces. Prouver que 

si toute face de C a pour frontière un nombre pair de courbes 

mises bout-à-bout alors y(GC) = 3. 

La Biosphère est l'ancien pavillon des Etats-Unis à l'exposition 

universelle de Montréal (1967). Prouver que, malgré les appa- 

rences, la Biosphère n'est pas uniquement composee d'hexagones. 

Définissons une carte à trois dimensions comme etant une subdi- 

vision de R3 en un nombre fini de regions connexes. Colorier 

une région veut maintenant dire la remplir de peinture. Colo- 

rier une telle carte signifie attribuer à chaque rëgion une 

couleur de sorte que deux régions ayant une surface comme fron- 

tière commune ne soient pas de la méme couleur. 

Existe-t-il un entier N tel que toute carte à trois dimensions 

puisse être coloriée avec N couleurs ou moins? 

Soit F un plongement d'un graphe simple connexe G = (X,A) dans 

R2. Prouver que le nombre cyclomatique, x(G), est Pgal à f - 1, 

où f est le nombre de faces de F. En d'eduire la formule d'Euler 

pour la figure planaire F. 
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1 jeu sur un graphe orient6 

Soit G = (X,U) = (X,r) un graphe oriente et xo un sommet de G. 

Les joueurs A et B ont décidé de faire le jeu suivant: A commence en 

x0 et choisit une flèche partant de x o, disons (xo, x1); c'est 

ensuite au tour de B, et il doit choisir une flèche quelconque, par- 

tant de x1, disons (x1, x,); c'est ensuite au tour de A et il doit 

choisir une flèche partant de x2. Les deux joueurs jouent ainsi al- 

ternativement et se promènent sur le graphe orienté G. La suite 

IXo,X1>X2'... 1 est appelee une patic sur G. De deux choses l'une, 

ou bien la partie est une suite infinie et on dit qu'elle est nwYe, 

ou bien la partie est une suite finie (en d'autres mots, un chemin 

c = rxo,x l’.” xl de 6) et on dit qu'elle est décinive. Dans une par- 

tie décisive, c = fxO,xl,...,xk = xl, on a nécessairement d+(x) = 0 

(c.-à-d. T(x) = @). De plus, si k est impair, alors le joueur A est 

le gagmrlit (et B le ptindant) de la partie. Si au contraire, k est 

pair, alors B est le gagnant (et A le perdant). En d'autres mots, si 

un joueur, alors qu'il a le ZJLCLZ (c.-à-d. que c'est à lui de jouer) 

se trouve en un sommet x, d'où ne part aucune flèche, alors la partie 

est terminée et il est déclaré oerdant. 

Regardons quelques exemples. 103 
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EXEMPLE 1 Pour chacun des trois graphes orientés, G,, G, et G,, 

(fig. 182, 183 et 184), il n'y a qu'une partie qui est nulle, gagnée 

par A, et gagnée par B, respectivement. 

EXEMPLE 2 Dans le graphe orienté (fig. 185), il y a une infinité 

de parties décisives, toutes gagnées par A, e,t une seule partie nulle. 

Dans le graphe oriente (fig. 186), il y a une infinité de parties dé- 

cisives, mais A et B joueront probablement l'unique partie nulle. 

EXEMPLE 3 Considérons maintenant un graphe orienté beaucoup plus 

complexe: celui du jeu d'échecs. Une postiun aux échecs s'obtient 

en plaçant quelques-unes des 32 pièces d'un jeu, dont les deux rois, 

et en remplaçant ensuite (pour tenir compte 'des promotions) certains 

pions blancs (noirs) par des pièces blanches (noires), autres qu'un 

roi blanc (noir). 

Soit X = P x {O,l}, où P est l'ensemble des positions. Le sommet 

x = (p,O) correspond â la situation où les blancs ont le trait (c.-â-d. 

seule une pièce blanche peut être déplacée) 'dans la position p. De 

même, le sommet (p,l) correspond â la situation où les noirs ont le 

trait dans la position p. On prend ensuite les flèches de (p,,O) â 

(p',l) (et les flèches de (q,l) â (q',O)) si un coup légal des blancs 

(des noirs) permet de passer de la position p â la position p' (de la 

position q â la position q'). De plus, si dans la position p (la po- 

sition q) les blancs (les noirs) sont pats (c.-â-d. les blancs (les 

noirs) n'ont aucun coup légal mais leur roi n'est pas en échec) alors 

on place une boucle au sommet (p,O) (au sommet (q,l)). 

On obtient ainsi un graphe orienté, 5 = (X,U), appel6 le @@te. ohienRO 

du jeu d'échecn. Posons x0 = (po,O), où p, est la position initiale du 

jeu d'échecs. 
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Jouer une partie d'échecs revient à jouer une partie sur le qraphe 

orienté F, en commençant en xo. En effet, si la partie sur 5 se ter- 

mine au sommet x = (p,O) (au sommet y = (q,l)), alors le joueur B (A) 

gagne, et, dans la position p (la position q), les blancs (les noirs) 

sont échecs et mat. De plus, si les blancs (les noirs) sont pats dans 

la position p (position q), et que le joueur A (joueur B) a le trait 

et- (~~0) (en (q,l)), alors la partie sera nulle; A et B ne pouvant en- 

suite que parcourir indéfiniment la boucle en (p,O) (en (~~1)). 

Les joueurs devraient également observer les trois règles suivantes: 

a) d'un commun accord, ils peuvent â tout moment declarer la partie 

nulle; b) si un joueur dispose d'un coup le conduisant pour une 

troisième fois dans la partie à un même sommet, il peut, avant de 

faire ce coup, déclarer la partie nulle; c) si A et B jouent chacun 

50 coups sans qu'il n'y ait ni capture, ni mouvement de pion, la par- 
tie est déclarée nulle. 

Passons à un théorème général sur les jeux dans un graphe oriente. 

PROPOSITION Soit G = (X,U), N z X un noyau de G et x0 F X - N. Si 

A et B jouent sur le graphe orienté G et A commence en x0, alors le 

joueur A a une stratégie "ne pouvant pas perdre". En d'autres mots, 

si A joue bien, la partie sera ou bien nulle ou bien gaqnee par lui. 

PheUUe. Puisque N est un noyau, c'est un ensemble extérieurement 

stable. Le joueur A choisit donc une flèche (x0,x1) telle que x1 c N. 

Quel que soit le coup (x1,x,) du joueur B, (comme N est également in- 

térieurement stable), on aura x, B N. A nouveau, A ramène B dans le 

noyau et B, ensuite, doit en sortir, et ainsi de suite. Si la partie 

est décisive et se termine au sommet x, comme d+(x) = 0, on a x E N 

et 6 est donc le perdant. 

PROPOSITION Soit G = (X,U), N i X un noyau de G et x0 t N. Si A 

et B jouent sur le graphe orienté G et A commence en x0, alors le 

joueur B a une stratégie ne pouvant pas perdre. 

P~+leuve. Même chose que la proposition precedente. 

C'est donc dire que la connaissance d'un noyau N de 6 permet à A de ne 

pas perdre, si x0 +? N, et à B de ne pas perdre, si x0 E N. Si on sup- 

pose de plus que G ne contient aucun circuit, alors toutes les parties 

seront décisives. Le joueur A aura donc une stratégie gagnante si 
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xc 4 N, tandis que le joueur B aura une strategie gagnante si, au con- 

traire, x E N. 0 

Dans la section qui suit, nous utiliserons la notion de fonction de 

Grundy pour construire un noyau dans le graphe orienté G. 

2 fonctions de Grundv 

Soit G = (X,U) = (X,T) un graphe orienté. 

DEFINITION On appelle une fonction g: X +IN = {0,1,2,...} @nc,C~n 

de Gfiudq de G si Vx t X, g(x) est le plus petit entier n'apparaissant 

pas dans {g(y) IY ( l’(x)1 , c.-à-d. g(x) = min (N - g(r(x)). 

EXEMPLE 1 Le graphe orienté de la figure 187 ne possède aucune 

fonction de Grundy. 

EXEMPLE 2 Le graphe orienté de la figure 188 possède deux fonctions 

de Grundy décrites par les figures 189 et 190. 

FIG,l87 

k-7 
FIG,l88 o--- FIG,l89 FIG,190 

EXEMPLE 3 Les figures 191, 192 et 193 représentent trois fonctions 

de Grundy. 

FIG,l92 
0 

REMARQUE Soit g une fonction de Grundy, sur le graphe orient6 

G = (X,I'), alors il suit de la définition que: 



i) G ne contient aucune boucle, 

2 fonctions de Grundy 

ii) g(x) = 0 <=> ((P(x) = 0) ou (\ty t r(x), g(y) 2 1)). 

iii) si g(x) = k, alors Vy t r(x), g(y) i k, 

iv) si g(x) = k > 0, alors VO < j < k, 3y E r(x) tel que g(y) = j. 

PROPOSITION Soit g une fonction de Grundy, sur le graphe orienté G, 

et soit S = ix t X[g(x) = 01 = gL1{O}. Alors S est un noyau de G. 

PJLPUWC. Par iii) de la remarque précédente. Si x E S et y t T(x), 

alors g(y) i 0 et y 4 S. L'ensemble S est donc intérieurement stable. 

De plus, si x k S, alors g(x) = k > 0 et, par iv) de la remarque pre- 

cédente, 3y E T(x) tel que g(y) = 0, c.-à-d. y c S. L'ensemble S est 

donc également extérieurement stable. 

FIG,194 
a b 

d C 

REMARQUE Si S = g-'CO}, pour une fonction de Grundy g. alors on ap- 

pelle S un noyau de G/ru~dy. Il est facile de voir que le graphe orien- 

té de la figure 194 n'admet aucune fonction de Grundy, mais possède un 

noyau, Id}. Noter que le graphe simple (fig. 195), considérP comme 

graphe orienté symétriq 

197). 

lue > possède deux noyaux de Grundy (fig. 196 et 

107 

En présence d'un jeu, les adversaires A et B chercheront donc à cons- 

truire une fonction de Grundy g sur le graphe orienté G dont les som- 

mets sont les positions pouvant se produire et les flèches, les coups 

permis par les règles du jeu. Si la position initiale x0 (où A doit 

commencer) est à l'extérieur du noyau g-'(01, alors A n'a pas de pro- 

blème; si au contraire xo E g -l{O}, alors le joueur A va avoir des 

ennuis. 



108 JEUX 

Considérons un exemple très simple. Il y a une pile contenant n allu- 

mettes et, chacun leur tour, les joueurs A et B (comme toujours, A 

commence) enlèvent 1, 2, 3, 4 ou 5 allumettes de la pile. Le qagnant 

est celui qui prend la dernière allumette. Pssocions à ce jeu le 

graphe orienté H n = (X,lJ), où X = 10,1,2,...,n} et (k,e) E U si et 

seulement si 1 5 k - e 5 5. Le sommet k correspond évidemment à la 

situation où il y a k allumettes dans la pile, et la flèche (k,e) 

correspond au coup qui consiste à enlever k - % allumettes de la pile. 

Il est facile de trouver une fonction de Grundy sur Hn. Par exemple, 

la figure 198 décrit le graphe orienté H,, et son unique fonction de 

Grundy. 

En qénéral, la fonction g: {O,l,...,n} + N, définie par q(m) = r, où 

r est le reste de la division de m par 6. est l'unique fonction de 

Grundy sur Hn. Son noyau est S = Imlm est un multiple de 61. 

Si 6 ne divise pas n, alors x0 = n B S, et le joueur A possède une 

stratégie gagnante. Elle consiste à prendre (d'abord r allumettes, où 

n = 6q + r, 1 i r 5 5, et à ensuite en prendre 6 - i si B en a pris i. 

De cette façon, comme B, lorsqu'il a le trait, est toujours dans le 

noyau, c'est lui qui aboutira au sommet 0 (l'unique sommet x pour le- 

quel r(x) = 0). Si 6 divise n, alors c'est plutôt B qui a une stra- 

tégie gagnante qui consiste à prendre 6 - i allumettes après que A en 

a pris i. 

3 application au jeu de Nim 

Nous introduisons la notion de somme cartésienne, G, + G,, de deux 

graphes orientés G1 et G,, et montrons comment construire une fonction 

de Grundy sur G, t G,, à partir de fonctions de Grundy sur G, et G,. 

Ce résultat est ensuite utilisé pour étudier le jeu de Nim. 

DEFINITION Soit G, = (X,,T,) et G, = (X2,r,) deux graphes orientés, 

Y 



où I’, et r* sont des fonctions multivoques. La 

notée G, -t G,, est le graphe orienté G1 t Gz = 

fonction multivoque r est définie par: 

3 application au jeu de Nim 

r(x,,x2) = ({X)l x r*(xJ u (q(xJ x {x21). 

EXEMPLE Si G, et G2 sont dëcrits par les figures 199 et 200, alors 

G, + G2 est décrit par la figure 201. 

FIG,199 

ETI: l 

FIG,ZOO 

. FG- 

DEFINITION Soit n et m deux entiers naturels; la n~rntw &yti&e, 

notée n ; m, s'obtient en écrivant en base 2 les entiers n et m et en 

additionnant les chiffres correspondant modula 2. 

Noter que (N,;) est un groupe abélien où 'Vp E N, p i- p = 0. 

EXEMPLE Si n = 19 = (l,O,O,l,l) et m q 47 = (l,O,l,l,l,l), alors 

n i m = (l,l,l,l,O,O) = 60. 

THEOREME Si g,: X, -f N et g,: X, +IN sont des fonctions de Grundy 

sur les graphes orientés G1 = (X,,T,) et G, = (X,,T,), alors 

g:x xx i ? + m, définie par g(xl,xz) = gi(xi) i g2(x2), est une fonc- 

tion de Grundy du graphe orienté G1 t GP. 

PtiCLuwe. Supposons que g(x,,x,) = p. Soit (xi.~;) E r(x,,x,). Si 

Xl = xi et xi = r,(x,), alors g,(x;) f g,(x,) et donc 

g<X~,X;> = 9,(X;) ; iJ,(X;) f g,(X,) i- g,(X,) = 9(x1,x,). De même, si 

xi t T,(x.) et x, = x;, alors g(x;,x;) f g(x,,x,). soit 0 < q < p. 

UtiliSOtK la notation [nli pour le coefficient de 2' dans l’expression 
binaire de n. Soit k = max {illpli f [ql,l et r tel que q i- r = p. 

En fait, on a r = C 2i, où 1 = {O s j 5 k/[p] t Lql.}. 
it1 j J 

Comme p = g)(x,) ; g2(x2), supposons donc, sans perte de généralit@, 

que lg,(x,) lk = 1 et Ig,(x,)lk = 0. Alors, on a g,(x,) i r < gl(x,), 

puisque rg,(x,) ; rlk = 1 ; 1 = 0, [g,(x,)lk = 1, et 

ig,(x,) ; t-Ii = Ig,(x,)li, pour i > k. 

109 
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Soit x; t rl(x,) tel que g,(x;) = g,(x,) i r (car gl: X, +N est une 

fonction de Grundy). On a donc (x;,x,) F T(x,,x,) tel que 

g(x;J,) = g,(x;) ; g,(x,) = g,(x,) + r i g,(x,) = p i- r = q F r i r = q. 

La fonction g: X, x X, + N est donc une fonction de Grundy. 

Plusieurs jeux sont de type Nim dont le plus populaire est le jeu de 

Fan Tan. 

Dans le jeu de Fan Tan, il y a k piles contenant respectivement nl, 

n2, . . . . n 
k 

allumettes. A tour de rôle, les joueurs enlèvent un nom- 

bre non-nul d'allumettes dans une même pile. Le gagnant est celui 

qui prend la dernière allumette. 

Un autre jeu de Nim, appelé jeu de Marienbad, se joue de la même façon 

sauf que le perdant est celui qui prend la dernière allumette. 

Examinons le jeu de Fan Tan. 

Considérons le graphe orienté G = (X,r), où 

X = C(ml,m2,..., mk)/V1 5 i < k, 0 5 mi < ni}, et où il y a une flèche 

de (mi,m2,.. .,m,) à (m:,mi,...,m 
k' 

si et seulement si mi = ml, sauf 

pour un indice i. où mi < m. . Bien sîlr, le sommet (m1,m2,:.. 
0 

1 
0 

ymk) 
.- 

correspond à la situation 00 il y a mi allumettes dans la ileme pile. 

La flèche de (mlYm2,...,mk) â (mi,mi,...,m,') correspond au coup qui 
.- 

consiste â enlever m 
i 

- ml allumettes de la i leme pile. Noter que 
0 ‘0 

0 

jouer au jeu de Fan Tan revient a jouer sur le graphe orienté G, en 

commençant au sommet (nl,n2,...,nk). De plus, le graphe orienté G 

n'est rien d'autre que la somme cartésienne des graphes orientés G 

Gn > . ..> Gn , 
"1' 

2 k 
où Gn correspond au jeu de Fan Tan avec une seule pi e, 

contenant n allumettes. Plus précisément, l'ensemble des sommets de 

Gn est {O,l,..., n1 et il y a une flèche de k à P, exactement si 

O<e<k<n. Bien sar, la fonction g, : tO,l,Z,...,nI + N définie 

par g,(k) = k, VO < k 2 n, est une fonction de Grundy sur G,. Le 

noyau de Grundy correspondant est CO}. La stratégie gagnante pour A, 

si n > 0, est trës simple: comme premier coup, il prend toutes les 

allumettes de l'unique pile et gagne automatiquement. 

Pour le graphe orientë G = Gn t Gn + . . . + G , le thëor5me précédent 
1 2 "k 

nous donne la fonction de Grundy, g: X + N, définie par 

g(ml ,n12,. . .,mk) = g, (m,) i- 9, (m,) ; . . . i g 
1 2 nk(mk)y 

. . 
= mi t m, + . . . f m k' 
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Dans le jeu de Fan Tan avec k piles contenant respectivement nl, n2, 

. . . > 
"k 

allumettes, le joueur A a une stratégie gagnante (qui consiste 

à toujours entraîner son adversaire dans le noyau) si 

n1 i n9 F . . . i- n * 0. 
k 

Si, au contraire, n1 1 n2 i- . . . F nk = 0, 

alors c'est B qui aura une stratégie gagnante. 

EXERCICES 

147 

148 

149 

150 

151 

152 

153 

Jouer une partie de Fan Tan, où k = 4, n1 = 1, n2 = 3, n3 = 6 

et n4 = 10. 

Trouver une fonction de Grundy pour chacun des graphes orientés 

suivants: 

a. FIG,202 

Kil 

b. FIG,203 m C. 

Tracer le graphe orienté du jeu de Fan Tan où k = 2, n = 4 et 
1 

n2 = 2, et trouver sa fonction de Grundy. 

Soit G et H deux graphes orientés; prouver que leur somme car@- 

sienne G + H admet un circuit eulérien (c.-à-d. un circuit pas- 

sant par chaque flèche une et une seule fois) si et seulement si 

G et H sont eulériens. 

Trouver toutes les fonctions de Grundy des graphes simples suivants: 

a. 
Kn b* KPq 

C. C 
> 6' 

Prouver que quelle que soit la façon d'orienter les arêtes du 

graphe simple Cektl, on obtient un graphe orienté n'admettant 

aucune fonction de Grundy. 

a. Considérons le jeu suivant entre deux joueurs A et B: 

il y a deux tas de respectivement n et m allumettes; le 

joueur A commence et, à tour de rôle, les joueurs enlèvent, 

ou bien 1, 2 ou 3 allumettes dans le tas de gauche, ou bien 
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1, 2, 3 ou 4 allumettes dans le tas de droite. Le gagnant 

est celui qui prend la dernière allumette. Trouver une 

fonction de Grundy pour ce jeu et décrire son noyau. En 

fonction de n et m, qui a une position gagnante et quelle 

est-elle? 

b. Même jeu qu'en a. sauf que cette fois les joueurs peuvent 

aussi enlever k allumettes dans chacune des deux piles si- 

multanément, où k = 1 ou 2. 

"154 (Problème réservé aux amateurs d'echecs). 

Dans le graphe orienté 5 du jeu d'échecs, trouver la distance 

entre le sommet x 

le sommet suivant: 

= (p,,O), où p, est la position initiale, et 

a. x = (p,O) où, dans la position p, les deux cavaliers du roi 

sont disparus et le pion dame est en d5. 

b. x = (p,O) où, dans la position p, les quatre cavaliers sont 

disparus et le pion dame est en d5. 

C. x est le sommet le plus près qui a une boucle. 

d. x est le sommet le plus près qui a une boucle et où la po- 

sition contient 32 pièces. 

*155 Dans le jeu d'échecs à deux coups, c.-à-d. le jeu où à tour de 

rôle, chacun joue deux coups consécutifs légaux (donc aucun 

échec au premier coup), prouver que le joueur B ne peut pas 

avoir une stratégie gagnante. 

156 Dans le graphe orienté 5 = (X,U) = (X,T) du jeu d'échecs, un som- 

met x est dit tiécu%ubke s'il peut se produire dans une partie 

d'échecs (c.-à-d. si x c ?(xo)). Prouver que le sommet (po,l) 

n'est pas réalisable. 

***157 a. Trouver un noyau dans le graphe orienté 5 du jeu d'échecs. 

b. Utiliser le résultat de a. pour devenir champion du monde 

aux échecs. 
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APPENDICE 

notations et dbfinitions sur les ensembles 

Un ennembPe est une collection d'objets. Par exemple: {1,2,3J, inIn = 41, 

{XIX est un nombre réel et x > 11. 

Si X est un ensemble et x un des objets formant X, alors on dit que x est un 

KMmenC de X (ou que x apptie& à X; ou que X eutisti x) et on écrit x c X. 

Dans le cas contraire, on écrit x e X. Le nombre d'éléments de X est noté 1x1. 

Il existe un ensemble, noté 0, ne contenant aucun élement. On l'appelle l'ew 

nemb& vide. 

Si X et Y sont des ensembles tels que tout C!lément de X est aussi un element de 

Y, alors on dit que X est un naun-etiembh (ou une pue) de Y, et on ecrit 

x s Y. 

Notons 6'(X) l'etiembee de,! pti~ de X et @k(X) l'ensemble des parties de X 

ayant k éléments. On a donc 6'(X) = {AIA c X} et bk(X) = {AIA i X et [Al = k}. 

Deux ensembles X et Y sont égaux s'ils ont les mêmes éléments(autrement dit, si 

X c Y et Y c X). On écrit X c Y si X 5 Y et X 1 Y; on dit alors que X est 

un sous-ensemble M?L&~ de Y. 

Soit X et Y deux ensembles. On appelle l'ensemble forme des éléments de X et 

des éléments de Y, noté X u Y, la nbunio~ de X et Y. L'ensemble formé des élé- 

ments étant à la fois dans X et dans Y, noté X n Y, est appelé l'iv~Zeh,ection 

de X et Y. Si X n Y t 0, on dit que X et Y de coupevLt. Si X n Y = 0, on dit 

que X et Y sont d^njoi&. De plus, l'ensemble des elements de X qui n'appar- 

tiennent pas à Y est noté X - Y. 115 
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Nous utiliserons souvent les symboles logiques suivants: 

la conjonction 'A" signifiant "et", 

la dihjam2LLon I'v" signifiant 'ou', 

l'tip~c~on '=>II signifiant "si... alors...", 

l'éqtiuuknce 'c=>' signifiant II... si et seulement si . ..I'. 

le quantifjicateun unive/rncl "VX" signifiant "pour tout x on a . ..". 

le quatificatew etiteti12! "3x" signifiant "il existe x tel que ../. 

Par exemple, on a: 

(X i Y) <=> (Vx)((x t X) -> (x F Y)) 

(X = Y) <=> ((X c Y) A (Y s X)) 

vx, (x t x " Y) <=> (x c X) v (x F Y) 

vx, (x c x n Y) <=> (x F X) A (x t Y) 

vx, (x i x - Y) <=> (x i X) A (x 4 Y). 

Soit x et y deux objets. Le coup& UILCLUMMB, note (~,y), est l'objet mathemati- 

que formé de l'objet x suivi de l'objet y. On dit que x est la pwC%w campa- 

scotie (et y la necovtde composatie) du couple (~,y). Deux couples, (~,y) et 

(X’.Y’)> sont égaux si et seulement si x = x' et y = y'. 

Soit X et Y deux ensembles. Le phodti caht1?2,-nien, noté X x Y, est l'ensemble de 

tous les couples ordonnés dont la Premiere composante est dans X et la seconde 

est dans Y (c.-à-d. X x Y = {(x,y)Ix E X et y 6 Y)). 

Une 4r~htioiz R de X à Y est un sous-ensemble de X >: Y. Si X = Y, on dit que R 

est une he&uYoiz nu4 X. 

Soit R une relation sur X, alors: 

R est nKtj!ktive si: x t X => (x,x) t R 

R est nymëBkque:si: (x,x') E R => (x1.x) c F! 

R est Ltanbtive si: (x,x') F R et (x1,x") E R => (x.x") t R 

R est aWymétir(ue si: (x,x') t R et (x’,x:I E R => x = x'. 

On dit que R est une heJ%tiofl d’mdhe sur X si elle est r?flexive, antisymetri- 

que et transitive. 

On dit que R est une heb.&OPI d'éqtiwzknce sur X si elle est réflexive, symé- 

trique et transitive. 

Soit R une relation d'ordre sur X. On écrit souvent x c x' au lieu de (x,x') E R. 

Si x c x' et x z x', alors on écrit x c x'. On dit que x est un élément matimuY 

de A c X si x c A et s'il n'existe aucun x', dans A, tel que x < x'. On dit que 

x est l'élément matiwn de A i X (ou Le Petri, gticuzd BLéme& de A) si x t A et 

Va c A, a c x. 

Soit R une relation d'équivalence sur X. Pour x t X, notons Ixl, la ckne d’é- 

oLLcva,Pwcc de x, définie par 1x1 = Ix' t X1(x,x') c RI. Il est facile de voir 

que: (1) (~,y) t R <=> Lx1 = lyl 

(2) (x.y) 6 R <=> rxi ” lyl = 0 c=> Lx1 * Cyl. 
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Autrement dit, deux classes d'équivalence différentes sont toujours disjointes. 

L'ensemble des classes d'équivalence de R, noté X/R, est appelé l'e~~cmb~e quo- 

tient de X par R, c.-à-d. X/R = {LX~~X c XI. Un n+&me de ~epii6~e~1&~-tn de R 

est un sous-ensemble de X formé en prenant exactement un élément dans chaque 

classe d'équivalence. Autrement dit, A c X est un système de représentants de R 

si Vx c X, 3un et un seul a 6~ A tel que (x,a) t R, c.-à-d. Vtxl c X/R, ix1 II A 

n'a qu'un seul élément. 

On appelle une relation f de X à Y une ~ahctitiu~ de X d Y si, Vx c X, il existe 

un et un seul y, noté f(x), tel que (~,y) E f. On dit que f(x) est l'image de x 

par f. Intuitivement, une fonction f de X à Y est une "règle" permettant d'asso- 

cier à tout élément x de X un et un seul élément y de Y. 

Soit f une fonction de X à Y (on écrit souvent f: X -f Y), alors: 

(1) f est &jecLLvc si x f x' => f(x) f f(x'); 

(2) f est hwijec,Cue si Vy E Y, Ix e X avec f(x) = y; 

(3) f est bijetiue si elle est injective et surjective. 

De plus, si A i X et B i Y, alors l'image de A PDI f, notée f(A), et l'image 

&UCYL~~ de 8 pti f, notée f-'(B), sont les ensembles définis par: 

f(A) = if(x)Ix c AI il Y, f-'(B) = ix t Xlf(x) E B) s X. 

Si f: X + Y et g: Y * Z sont deux fonctions, alors leur compoh~uh, notée g 0 f, 

est la fonction de X à Z définie par: Vx c X, (g o f)(x) : g(f(x)). 

Il est facile de voir que f: X + Y est bijective si et seulement si 39: Y d X 

telle que g 0 f = lx et f 0 g = ly, où lx: X + X et ly: Y i Y sont les ~0nctivti 

idetiéh , définies par: lx(x) = x, Vx t X, et ly(y) = y, Vy C- Y. 

On note N l'ensemble des entiers naturels, c.-à-d. T4 = IO,1,2,...1, 

Z l'ensemble de tous les entiers, c.-à-d. Z = {...,-2,-1,0,1,2,...1 

R l'ensemble des nombres réels, IR *  q IR - {OI, lR+ = CO,-) et IR: = (O,m). 

Une din~ance d sur un ensemble X est une fonction, d: X y X b R, telle que: 

1) Vx, Vy, d(x,y) 2 0, 

2) d(x,y) = 0 <=> x = y, 

3) Vx, VY. d(x,y) = d(y,x), et 

4) Vx, Vy, Vz, d(x,y) + d(y,z) 2 d(x,z). 

La dernière condition est appelee l'iizégtié du LGang&z 





B 

SOLUTIONS 
AUX EXERCICES 

Appliquer le lemme des poignées de mains. Réponses: 168, 728, 210, 280, 448. 

On considère le graphe simple G = (X,A) OU X = (personnes} et {~,y} c A <=> 

x et y sont amis. Il existe x0 L X et x , t X tels que d(xo) = d(x,) 

(pourquoi?) et alors x0 et x1 ont le même nombre d'amis. 

Il y en a 12. Voici, par exemple, les 4 homomorphismes pour lesquels b H 1: 

Pour n ' 1, un isomorphisme f: En i K1 n, puisqu'il preserve le deqré, doit 

être tel que f(0) = x1. Il y en a don: n! puisque la bijection entre 

il,Z,...,ni et Y = Iy,,yL,...,ynI est ensuite arbitraire. Pour n = 1, il y 

a 2 isomorphismes. 

Toute arête {x,yi de G determine deux homomorphismes, (x ;) et (y X)9 de 
K, à G. Il y a donc en tout 2 IA1 homomorphismes de K? à G. 

Si n est impair, aucun homomorphisme de Cn à K,. Si n = 2k est pair, 

il y en a deux, f et g, définis par fi1,3,...,2k-11 = (11, f'2,4,...,2ki = 12) 

etg=r ofoù I =( l f). Les mn fonctions de {l,Z,...,nI dans 11,2,...,m) 

sont autant d'homomorphismes de On à Km. Si m 1 1, il n'y a pas d'homomor- 

phisme de Km à D,,. Si m = 1, il y en a n. 

Puisque Kn+l est régulier de deqré n, il a $n(n + 1) arêtes. D'autre part, 

n aretes sont incidentes au sommet 1. n - 1 nouvelles aretes sont incidentes 

au sommet 2, . . . ce qui donne un total de n + (n-l) + . + 1 arêtes. 119 



120 SOLUTIONS AUX EXERCICES 

8 a. oui (fig. Sl) b. oui 

FIG,Sl 
1 1 

c. Flot- d. non e. oui (fig. S2) 

9 Il y en a respectivement 1, 2, 8 et 64, se partaqeant en 1, 2, 4 et 11 classes 

d'isomorphie respectivement. 

10 Bien sûr Bn a 2" sommets. Comme il est réoulier de deoré n, il admet donc 

&" .n = &-1 arêtes. On peut Pgalement poser a 
n 

= nombre d'arêtes dans Bn. 

Onaa =2anmi n + 2"-' car Bn s'obtient de Bnml en prenant deux copies de 

B n-1 et en joiqnant les sommets (au nombre de 2"-') correspondants. On en 

tire an = Z*an-? + 2"-' + 2"-' = . . . = 2"-' + 2"-' + . . . + 2"-' = n2"-'. 

11 Les suites a, c et d sont graphiques comme le montre la figure S3. 

La suite b ne l'est pas puisqu'ptant d'ordre 4, le qraphe simple cherché 

aurait deux sommets reliés à tous les autres et donc aucun sommet de deqré 1. 

La suite e n'est pas araphique puisqu'il y aurait 5 (impair) sommets de degre 

impair. La suite f n'est pas graphique puisqu'au moins 3 des sommets de de- 

gré un devraient être reliés au sommet de degré 5 et qu'au moins un de 

ceux-ci devrait être également relié au sommet de degré 4. Remarquons qu'il 

existe une bonne caractérisation des suites graphiques, due à Erdds-Gallai 

(voir Il I page 110). 

12 

13 Soit X l'ensemble des associations. Considerons le qraphe G = (X,$(X)) 

complet sur X. Comme Vx, y + X, x = y, 3une et une seule personne 5 qui 

soit le membre commun de x et y, baptisons l'arête {~,y) du nom de 0. Comme 
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chaque personne est membre d'exactement deux associations, on peut identi- 

fier l'ensemble des arêtes T(X) à l'ensemble A des personnes. Comme chaque 

association a exactement trois membres, 6 est régulier de degre 3, c.-a-d. 

G = Kn et Kn est régulier de degré 3. Donc n = 4 et m q la,(X)/ = 6. Soit 

A = ia1,a2,a3,ak,a5,a61, alors les associations sont {a,,a,,a,I, ia,,a,,a,>, 

la,,a,,a,I et ta,,a,,a,l, par exemple. 

14 Les parties a. et b. découlent directement de la définition. 

c. Si r.s : il(mod n), alors (r,n) = 1 et (s,n) = 1, c.-à-d. n est premier 

avec r et avec s. Les sommets yi de chacun des graphes P(n,r) et P(n,s) 

forment donc un cycle de longueur n (dit cycle intérieur). Soit x1,x2,...,xn, 

Y,J2>.... y, et x;,xi,...,xn, y;,~:,..., y; les sommets de P(n,r) et P(n,s). 

Envoyons le cycle extérieur de P(n,r) sur le cycle interieur de P(n,s) et le 

cycle intérieur de P(n,r) sur le cycle extérieur de P(n,s), c.-à-d. posons 

dx,) = Y;' uJ(x2) = y;,,. $(X3) = Y’ 1tzs' ... et $4~~) 2 x;, $(Y~+~) = x;, . . . 

Si r .s z 1 (mod n), $ sera un isomorphisme. Pour r .s : -1 (mod n), on 

devra plutôt définir 8: P(n,r) -f P(n,s) par: 'V(X~) = y' 
1t1s' 

i q 1,2,...,n 

et y(~~) = xi, 'Y(Y~+~) = x,!,-~, Y(Y~+~,) = x,!,~, c.-à-d. xi = Y(ylFir). Par 

exemple, appliquons cette construction aux graphes simples P(7,2) et P(7,3) 

pour lesquels r 's : -1 (mod 7). Si on numérote de 1 à 14 les sommets de 

P(7,2) et de P(7,3), en prenant soin d'étiqueter du même indice les sommets 

z et Y(Z), on obtient la représentation suivante de l'isomorphisme 

Y: P(7,Z) -f P(7,3) ainsi construit. 

(voir 1241.) 

16 Pour un sommet quelconque x d'un graphe simple G = (X,A) d'ordre n, on a tou- 

jours dG(x) + d&x) = n - 1. En effet les deux ensembles 

{~IX f y et {~,y) E Al et {ylx * y et {x,yl k A} sont disjoints et de réunion 

égale à Iy E Xly f xl. Puisque ces 3 ensembles sont de cardinalité d,(x), 

dG(x) et n - 1, respectivement, on obtient la formule. Si Vx t X, dG(x) = r, 

alors 'v'x t X, d&x) = n - r - 1, c.-à-d. G régulier de degre r => i: regulier 

de degré n - r - 1. 
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17 Soit GI = (X],A,) et G2 = (X,,A,). Si $: GI + G2 est un isomorphisme, alors 

qJ: x, * x, est une bijection telle que {x,yl E Al <=> t@(x), $(y)} E A*; on 

a donc Ix,y) B A, c=> {$(x),$(y)} d A,, c.-à-d. Ix,yI est une arête de 

CT1 <=> I$(x),@(y)) est une arête de G,. La même bijection J, est donc un iso- 

morphisme entre GI et c2. De même si Y: G, + G2 est un isomorphisme, alors 

Y est également un isomorphisme entre GI et EZ. or G = GI et E, = G2. 1 

19 Soit G q (X,A), IGI q n, G = (X,<(X) - A). Si G est auto-complémentaire, 

alors IA1 = 167,(X) - A/; donc l@,(X)1 = (:) = w= 2lAI. D'où l'on 

tire que IA1 q $(n - 1) est un entier. Puisque n et n - 1 ne peUVent pas 

tous deux être pairs, on en déduit que 4 divise n ou 4 divise n - 1, c.-à-d. 

n est un multiple de 4 ou un multiple de 4 plus 1. 

20 

21 On a Kn - x = KY, où Y = il,2,...,n) - ix}, et Knel = KZ, où 2 = {l,Z,...,n-1). 

De plus, chacune des (n - l)! bijections entre Y et Z est un isomorphisme 

entre KY et KZ. Soit x1, x2, . . . . xp, y,, y,, . . . . yq les sommets de Kp q, 

où p ) 1 et q 2 1, et x;, xi, . . . . x' p-1’ y, ', y;, . . . . y;, les sommets de 

K 
P-1.9 

, alors la bijection x1 + xi, xî -f xi, . . . . xi-] -f xi-,, xiti -f xf, 

X. 3 x! 
1+2 1+1' ...' xp + xp-g 1 -ç j < q, yj + y;, est un isomorphisme entre 

K - xi et K . Si p = 1, la bijection y, + 1, y, + 2, . . . . yq + q, 

e%e {yjll < t-r':) et 11 2 , ,...,q) est évidemment un isomorphisme puisque 

K -x1 =D 
> 

y' oû Y = 

,~c:Ix)), 1 ;a:"" 

{y,,.... yq), et Dq sont deux graphes discrets d'ordre q. 

22 Soit X = il 2 . On a IX/ = n, l<(X)1 = (y) = n(n ; ') et 

Pulsque toute partie A de pz(X) détermine un unique gra- 

phe Simple, G = (X,A), ayant X = 11,2,..., n) comme ensemble de sommets et 

qu'inversement tnut graphe simple sur X détermine un unique sous-ensemble de 

3(X), il y a 2(" graphes simples distincts ayant X q {l,Z,...,nI comme en- 

semble de sommets. En d'autres mots, lorsqu'on construit un qraphe simple 
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sur X, pour chacune des (y) arêtes on a le choix entre la prendre ou ne pas 

la prendre. On a don ?, 

autres, un total de 2 1) 

puisque ces choix sont independants les uns des 

* possibilites. 
0 

(2) 
Parmi ceux-ci, m auront exactement 

m arêtes. 

13 Soit G l'ensemble des graphes simples sur {1,2,...,n) et Gp l'ensemble des 

graphes pairs sur Il,*,...,ntll. Mon ;ons que G et Gp ont la même cardina- 

lité (qui d'après l'exercice 22 est 2 I> * ) en construisant une bijection 

0: G + G. Pour G E G 
P 

p, posons 0(G) q G - x où x = n + 1. Cette fonction 

est bijective puisque H t G ne peut s'étendre que d'une seule façon à un 

graphe simple pair G sur 11,2 ,...,ntll. Pour obtenir 6, on doit ajouter à H 

le sommet n + 1 et joindre ce nouveau sommet â tous les sommets impairs de H. 

Les sommets pairs de H restent pairs, les sommets impairs de H deviennent 

pairs et le nouveau sommet n + 1 est de deqré pair puisque dans tout graphe 

simple, y compris H, il y a un nombre pair de sommets impairs 

24 a. Ceci est évident même dans le cas X n Y t @. 

b. Soit{z,,z,} E B*(X u Y). Si Iz,,z21 E 6',(X) alors c'est une arête de KX et 

donc de KXvKy. De même pour {z,,z~~ e a,(Y). La seule autre possibilité est 

{Z1,Z2) = {X,Yj où x E X et y E Y, mais dans ce cas, {zl.z2} c KX v KY. 

c. On a déjà vu que DX v Dy q KX y. De plus il est évident que 

KX y u KX u KY = KXuy. On a donc K 
l 

x y = KX u KY = DX v Dy. 

25 Puisque Dn n'a aucune arête, VY c X q {1,2,...,nl, IY,X-Y1 est une biparti- 

tion de Dn. Il y a evidemment 2" choix pour Y, mais comme {Y,Zi = IZ,Yi est 

compté deux fois, il y a 2"-' bipartitions. Une autre façon de proceder est 

de considérer l'ensemble des sommets dans la même classe que le sommet 1. Il 

y a 2"-' possibilités pour ce sous-ensemble V de {2,3,...,nl et il determine 

uniquement la bipartition 111) u V, X - il) u V1 de D,. 

26 a. n=letn=* b. Vn c. n pair d. Vn e. aucune 

27 Soit H = (Y,B) un sous-graphe de G = (X,A) et IX,,X21 une bipartition de 6. 

Il est évident que {Y n X1,Y n X2) est une bipartition de H car B c A. 

28 Dans les deux cas, le graphe-arête est isomorphe â C,. 

29 Soit G = (X,A) un graphe simple. Bien sDr, G* est d'ordre lA1. Le nombre 
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d'arêtes de G* est z 
xex 

( 2 d(x)) q 3. I: d(x)' - \AI. 
xt-x 

30 Les (:) arêtes de Kn donnent autant de sommets dans son graphe-arête. Chaque 

arête de K, relie deux somnets de degre n - 1. Elle est donc adjacente à 

2(n - 2) arêtes, c.-à-d. de deorë 2n - 4 comme sommet du graphe-arête. On 

voit que le graphe-arête de Kn contient $1" - l)(n - 2) arêtes. En fait, 

tout choix de 3 sommets de Kn, il y en a (s) = kn(n - I)(n - 2), dëtermine 

3 arëtes du graphe-arête de K,. 

31 Il est facile de voir que (K,)* et P(5,Z) sont tous deux d'ordre 10 et régu- 

liers de degré 6. Montrons que (K,)* et P(5,2), qui sont reguliers de 

degré 3, sont isomorphes. Un isomorphisme f: TK;r* -f P(5,Z) est également 

un isomorphisme entre (K,)* et m. La fiqure 10 dëcrit un tel 

isomorphisme. 

FIG,SlO 1 

5 

a 

32 (Voir figure S6). Longueur 5: C1,2,3,4,5,11, [6,8,10,7,9,61, r1,2,3,8,6,11; 

longueur 6: r1,2,3,4,9,6,11, 11,2,7,10,8,6,11; longueur 7: aucun; 

longueur 8: [1,2,7,10,8,3,4,5,11; longueur 9: r1,2,3,4,5,10,7,9,6,11. 

33 Supposons G = (X,A) non-connexe et soit x * y, x F X, y E X. Si x et y sont 

dans des composantes connexes differentes de 6, alors ix,y} k A et c = Ix,yl 

est une chaîne de longueur 1 dans G de x à y. Si x et y sont dans la même 

composante connexe de G, comme celle-ci n'est pas G au complet, (puisque G 

n'est pas connexe) prenons 2 dans une autre composante connexe de G. On a 

Ix,z} c A et Iy,z> k A; Ix,z,yl est donc une chaîne de longueur 2 dans G 

entre x et y. Si G est non-connexe, on en conclut donc que G doit être 

connexe, c.-à-d. G et G ne peuvent pas tous deux être non-connexes. 

34 Soit a = {x,x'} E A et b = {y,~') E A deux sommets distincts de G*, le graphe- 

arete de G =(X,A). Si la n b\ = 1, alors Ta,bi est une arête de G* et Ca,bl 

est une chaîne de longueur 1 dans G* de a à b. Si a n b = Q, comme G est 

connexe, soit Ix,x1,x2,...,xm-l ,y! une chaîne (de longueur m) dans G de x à y. 

Par définition, la,~x,xl},Ixi,x2},...,txm_,, y>,bl est une chaîne de longueur 

m + 1 dans G* du somnet a au sommet b. Les arêtes a et b etant arbitraires, 

G* est connexe. 

35 a. Soit $: G1 -f G2 un isomorphisme. Il induit un isomorphisme (préservant 

la longueur) entre les bras de G1 et les bras de G2. En effet, il suffit 
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d'envoyer le bras Ixo,x,,...,xkl de G sur le bras 

l*(x,),~(x,),...,~(x,)i de G2. On a donc B(G,) q B(Gî). 

b. Si Lxo,xl,..., xkl est un bras de 6 de lon- P1G,Sll 

gueur k > 1, alors il est facile de voir 

(fig. Sll) que lao,a,,....ak-ll, où 

ai = {x~,x~+~}, 0 s i 5 k - 1, est un 
,g+$qj 

bras de G* de longueur k - 1. 

Inversement, tout bras de G* de longueur IJ 2 1 détermine un unique bras 

de G de longueur LI + 1. Le plus long bras de G, s'il est de longueur 

B(G) ) 1, donne donc un bras de G* de longueur B(G) - 1 et on a 

B(G*) = B(G) - 1. Si G ne contient que des bras de longueur 1, c.-â-d. 

B(G) = 1, alors G* n'a aucun sommet de deqré 1 et B(G*) = 0. 

c. Supposons que Vx E X, d(x) z 1. Par définition, on a alors B(G) = 0. 

Si G* contient un sommet a = {~,y} c A de deqré 1, considérons b = {y,~} 

l'unique arête adjacente â a. Ceci est absurde car alors x est de deqre 

1. On a donc Va c A, d 
G* 

(a) f 1; et alors B(G*) = 0. 

36 a. Soit G = (X,A) un graphe simple isomorphe â son graphe-arête. Montrons 

que Vx E X, d(x) = 2. Nous utiliserons les notations et résultats de 

l'exercice 35. Si G contient un sommet de degré 1, alors B(G) > 0. Par 

35 a, comme G = G*, on a B(G) = B(G*), or, par 35 b, on a egalement 

B(G) = B(G*) + 1; ce qui est absurde. Donc Vx E X, d(x) 2 1. Si G 

contient un sommet de degre 0, alors G* en contiendra également un, di- 

sons ix,yi , ce qui est absurde car alors x et y sont des sommets de de- 

gré 1 dans G. On a donc Vx E X, d(x) 2 2. D'après l'exercice 29, puis- 

que G et G* ont le même nombre d'arêtes, on a I Al = ,zx( 2 d(x)), c.-à-d. 

I: d(x)(d(x) - 2) = 0. La seule possibilité est donc d(x) = 2, Vx. 
xcx 

b. Les graphes simples réguliers de degré 2 sont faciles à trouver. Ce sont 

les graphes simples dont les composantes connexes sont des cycles, 

c.-â-d. isomorphe à Cm pour un m. En d'autres mots, G est isomorphe à 

son graphe-arête i=> 3nl, n2, . . . . nk, k 2 1, Vi, ni 2 3, tel que 

G z Cn + Cn t . . . + C, k (réunion disjointe). Pour n quelconque, le 

nombre: â istmorphisme près, de graphes simples isomorphes a leur graphe- 

arête et d'ordre n, est donc égal au nombre de partitions de l'entier n 

en parts au moins égales à 3. Par exemple, pour les petits ordres, ces 

graphes sont: Cs, CQ. Cg. CG, C3 + C3, CT, C, + C,, Cg, C, + C,, C, + C,, 

C 9, C6 + C3, C5 t CU, C, t C3 + C3, etc. En particulier, Vn 2 3 il n'y 

en a qu'un seul qui soit connexe, soit C 
n' 

37 Prouvons que - est une relation d'équivalence sur X et que les composantes 

connexes Gi sont des graphes simples connexes. 

Réflexivité: puisque Vx, Cxl est un cycle en x, on a x - x. 
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Symétrie: supposons x - y et x * y; soit c = Cx,x,,xz,...,xr = y1 une 

chaîne de x à y. Alors -c = [y, xrel, . . . . x,, xl est une chaîne de y à x. 

Donc y - x. 

Transitivité: supposons x -y et y - 2. Soit c = Cx,~~,...,xr-~,y3 et 

Cî = ry.yl....,ys-l. z] deux chaînes (avec possibiement r = 0 ou s = 0). 

Alors c, + c = ix,~~,...,x~_,,y,y,,y,,...,y~-~, 2 21 est une chaîne de x à z. 

Donc x - z. Soit 1 < i < k et x, y deux sommets de Gi. Par définition, on 

ax-y. Soit donc c = Tx,xl,...,xr-i,yl une chaîne dans G. Il est clair 

que x1, x2, . . . . xrdl sont également des sommets de Gi. Comme Gi = GX , c 
i 

est donc éqalement une chaîne de Gi. Comme x et y, sommets de Gi, sont arbi- 

traires, on en déduit que Gi est connexe. 

Parmi les graphes simples d'ordre n ayant k composantes connexes, prenons-en 

un, disons G = (X,A), ayant un nombre maximum d'arêtes. Bien sûr, 

Vl i i ç k, on a GX, = K car autrement IA/ ne serait pas maximum. De plus, 
1 

X. 
1 

toutes les arêtes de G sont dans la même composante connexe de G. En effet, 

supposons que G 
'j 

= KXj et GXU = KXU contiennent toutes deux des arêtes, avec 

disons, nj = IXj/ 2 ]X"l =n" > 1. 

graphe simple, G' = 6 KY , 

Ceci est absurde car pour z t Xv, le 

i:l 
où Yi = Xi pour i 1 j, i * v, Yj = Xj u tz} et 

Yv = X" - {z), est d'ordre'n, a k composantes et a strictement plus d'arêtes 

que G. En effet, pour construire G', on a enlevé les nv - 1 arêtes inciden- 

tes à z pour les remplacer par nj arêtes et nj > nv - 1. En conclusion, le 

graphe simple G d'ordre n ayant k composantes et ayant le plus grand nombre 

d'arêtes est isomorphe à Ds u KT où S n T  = @, ISI = k - 1 et ITI = n - k + 1, 

et a donc $n - k + l)(n - k) arêtes. Pour tout graphe simple G = (X,A), 

1x1 = n, ayant k composantes, on a bien m = IA1 < In - k)(i - k + ') . 

Pour démontrer l'inégalité n - k < m, il suffit de remarquer que parmi les 

graphes simples d'ordre n ayant k composantes de cardinalites, nl, n2, . . . . 

"k' ceux ayant le moins d'arêtes en ont ni - 1, n2 - 1, . . . . n k - 1, respec- 

tivement, dans les composantes et alors IA1 = ii, (ni - 1) = iii, ni) - k = 

n - k (voir proposition page 38). En général, on a donc bien m 1 n - k si 

G = (X,A) (où 1x1 = n, /Al = m) a k composantes. 

38 En particulier, l'exercice 37 dit que si G = (X,A) est un graphe simple, 
d'ordre n et non-connexe, (donc k 2 2) alors IA1 < g(n - k)(n - k + 1) c 

$n - l)(n - 2). Par contraposition, \AI > $n - l)(n - 2) implique donc G 

connexe. (Les graphes simples non-connexes d'ordre n ayant le plus d'arêtes 

en ont i(n - l)(n - 2) et sont isomorphes à Knwl 1' Kini). 

39 Soit d = (n,k). Il est clair que IyI,yl+k,y,+,k,...,y 

,+$k 
1 est un cycle de 

longueur i car ik f 0 (mod n). Ce cycle est Plementaire car 

(1 + ik : 1 + jk, 1 < i, j < $) => (n divise (i - j)k) + (z divise i - j) 
. 

=> i : j. De même, IY,,Y,+~....~, CY,.Y~+~,...~, . . . . Iyd.yd+k....I, sont 
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des cycles élémentaires disjoints chacun de longueur i. (Tracer P(20,P) pour 

mieux voir ce qui se passe.) 

40 Soit G un graphe simple biparti et connexe. Pour x, y t X, posons x 5 y 

s'il existe une chaîne de longueur paire de x à y. Comme G est connexe, si 

x et y ne sont pas en relation F, c.-à-d. si x z y, alors c'est qu'il n'y a 

que des chaînes de longueur impaire de x à y. Il est facile de voir que 5 

est une relation d'équivalence sur X admettant exactement deux classes d'e- 

quivalence (sauf si 1GI = 1) et que la partition associée est l'unique bipar- 

tition de G. (Voir la proposition de la page 16). 

41 a. Oui, car il n'y a que deux sommets de degre impair. 

b. Considérons le multigraphe avec boucles dont les sommets sont les points 

d'intersection dans la figure et dont les arêtes sont les courbes. Il y 

a deux sommets impairs; un de degré 5 (le sommet où il y a la boucle) et 

un de degre 3. Comme la figure est connexe, on peut donc la tracer sans 

lever le crayon; ce que nous laissons au lecteur, qui devrait, bien sûr, 

commencer son dessin à un des deux sommets impairs et le terminer à 

l'autre. 

42 Eulérien non-hamiltonien: K 
2,Q' 

R4 moins les arêtes Il,21 et I3,41; 

hamiltonien non-eulérien: R, = K+, C,, P(4,l) 2 B,. 

43 a. T8 est connexe eulerien et hamiltonien. 

b. F, n'est pas connexe (donc ni eulerien ni hamiltonien); {cases blanches] 

et (cases noires) sont les deux composantes connexes de Fg. 

c. R, est connexe hamiltonien et non-eulérien (les quatre coins de l'échi- 

quier sont des sommets de degré 3). 

d. C, est connexe hamiltonien (fig. 28) et non-eulerien (exactement 8 som- 

mets sont de degré 3). 

44 Considérons le multigraphe FIG,SlP 
(fig. S12) dont les sommets 

sont les 6 régions du plan (y 

compris l'extérieur) délimitées 

par la figure et dont les arê- 

tes sont les segments. Un seg- 
-r;-ps&+ 

ment étant une arête entre R1 
C 

et R2 s'il est sur la frontiêre 

commune de R, et R,. 

Tracer une courbe continue coupant chacun des 16 segnents revient à trouver 

une chaîne eulérienne dans le multigraphe considéré. Ceci est évidemment 

impossible puisque 4 sommets sont impairs. 

45 Soit c = rxo.xl,...,xm-l, x01 un cycle eulerien du graphe simple G q (X,A) où 

IA1 = m. Par définition, CIxo,x1~,~x,,x2~,...,Ixm~~,xm~~~.Ixm~l,xn~,~xo,x~~l 
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est alors un cycle hamiltonien de G*. 

46 En essayant toutes les possibilités, par exemple par ordinateur, on se con- 

vainc assez facilement que P(5,Z) n'est pas hamiltonien. Une démonstration 

plus élégante consiste à supposer l'existence d'un cycle hamiltonien (alors 

de longueur 10) de P(5,2). Les 5 arêtes de rang pair (respectivement impair) 

dans ce cycle constituent un facteur linéaire. Ces deux facteurs linéaires 

ainsi que le facteur linéaire des arêtes non-parcourues forment alors une 

factorisation linéaire de P(5,2). Ce qui n'existe pas d'après l'exercice 65. 

La figure S13 décrit une des nombreuses chaînes hamiltoniennes de P(5,2) qui 

est donc semi-hamiltonien. Il est facile de voir que les graphes P(5,2) - x 

sont tous isomorphes entre eux. La figure S14 décrit un cycle hamiltonien 

de P(5,2) - y,. 

47 a. Kp est hamiltonien, Vp, mais n'est eulérien que pour p 5 1 (mod 2). 

b. K 
P,q 

n'est eulérien que si p !  0 (mod 2) et q ? 0 (mod 2); K n'est 
PTq 

hamiltonien que si p = q 

c. Rp n'est jamais eulérien mais est toujours hamiltonien. 

48 Oui 

1 FIG,S15 

49 Ceci est évident puisqu'un graphe simple bi- 

parti ne contient aucun cycle simple de lon- 

gueur impaire et, à fortiori, aucun cycle 

hamiltonien si n = IGI est impair. La figure 

S16 décrit l'unique bipartition du graphe de 

Herschel: 

FIG,S16 m 
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S o i t  I l , 2  , . . . , l O , l l I  l ' e n s e m b l e  d e s  p e r s o n n e s .  U n e  f a ç o n  d ' a s s e o i r  l e s  1 1  

p e r s o n n e s  c o r r e s p o n d  à  u n  c y c l e  h a m i l t o n i e n  d e  K  1 1 .  N o u s  c h e r c h o n s  d o n c  l e  

n o m b r e  m a x i m u m  p  d e  c y c l e s  h a m i l t o n i e n s  ( n ' a y a n t  a u c u n e  a r ê t e  c o m m u n e )  d a n s  

K  
1 1 .  Comme ('i) = 55, on a u s 5. E n  f a i t ,  o n  a  u  =  5 ,  p u i s q u e  v o i c i  5  

c y c l e s  h a m i l t o n i e n s  d i s j o i n t s  d a n s  K I I :  

c 1  =  ~ 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 1 0 , 1 1 , 1 1 ,  c >  =  ~ 1 , 3 , 5 , 7 , 9 , 1 1 , 2 , 4 , 6 , 8 , 1 0 , 1 1 ,  

c  3 = L l , 4 , 7 , 1 0 , 2 , 5 , 8 , 1 1 , 3 , 6 , 9 , 1 1 ,  c \  =  L l , 5 , 9 , 2 , 6 , 1 0 , 3 , 7 , 1 1 , 4 , 8 , 1 1 ,  

c s  =  ~ 1 , 6 , 1 1 , 5 , 1 0 , 4 , 9 , 3 , 8 , 2 , 7 , 1 1 .  

S o i t  ( x I , x 2 , . . . ,  X ~ I  l ' e n s e m b l e  d e s  h o m m e s  e t  { y I , y z , . . . , y G )  l ' e n s e m b l e  d e s  

f e m m e s .  U n e  f a ç o n  d ' a s s e o i r  l e s  1 2  p e r s o n n e s  c o r r e s p o n d  à  u n  c y c l e  h a m i l -  

tonien de K . N o u s  c h e r c h o n s  d o n c  l e  n o m b r e  m a x i m u m  1  d e  c y c l e s  h a m i l t o -  

n i e n s  " d i s j i i i t s "  d a n s  K  
6 , s .  Puisque Vl s i s 6, d(xi) = d(yi) = 6 et qu'un 

c y c l e  h a m i l t o n i e n  u t i l i s e  d e u x  a r ê t e s  i n c i d e n t e s  à  c h a q u e  s o m m e t ,  o n  a  

h  <  3 .  E n  f a i t ,  i l  e s t  f a c i l e  d e  t r o u v e r  3  c y c l e s  h a m i l t o n i e n s  d i s j o i n t s  

d a n s  K  ~  6 ;  p a r  e x e m p l e :  

c 1  l  r ~ ~ , y , , x ~ , y ~ , x ~ , y ~ ~ x ~ ~ y ~ , x ~ , y ~ , x ~ ~ y ~ ~ x ~ l ,  c . - à - d .  l e s  C x i , y i I  e t  l e s  

f Y i > X i + , I .  

c 3  2  r x ~ , y ~ , x ~ , y ~ , x ~ , y * , x ~ , y ~ , x ~ , y ~ , x ~ , y ~ , x ~ l ,  c . - à - d .  l e s  ~ x ~ , Y ~ + ~ }  e t  l e s  

C Y i > X i , * I .  

F I G , S l 7  

y 1  

5 2  D é n o t o n s  x i  j  l a  j i e m e  c a s e  d e  l a  i  
i e m e  

c o l o n n e .  

b i t u e l l e  l e :  c a s e s  d e  l ' Ç c h i q u i e r ,  

C o l o r i o n s  d e  l a  f a ç o n  h a -  

c . - à - d .  x i  j  e s t  b l a n c h e  s i  

i + j 5 0 (mod 2) et noire si i + j : 1 (mod s). 

a .  S i  r  +  s  E  0  ( m o d  2 ) ,  a l o r s  C ( n , m ;  r , s )  n ' e s t  m ê m e  p a s  c o n n e x e .  E n  

e f f e t ,  l a  c o m p o s a n t e  c o n n e x e  d e  x  ~  ~  n e  c o n t i e n t  q u e  d e s  c a s e s  b l a n c h e s .  

D e  m ê m e ,  s i  ( r , s )  =  d  >  1 ,  s e u l e s  j e s  c a s e s  x  k ~ OÙ k 5 1 (mod d) et 
> 

L  E  1  ( m o d  d )  o n t  d e s  c h a n c e s  d ' ê t r e  d a n s  l a  c o m p o s a n t e  c o n n e x e  d e  x  

D e  t o u t e  f a ç o n ,  x  n ' e s t  c e r t a i n e m e n t  p a s  d a n s  l a  m ê m e  c o m p o s a n t e  
l,l. 

l > Z  
c o n n e x e  q u e  x ,  , .  

b .  S i  r  +  s  s  1  ( m o d  2 ) ,  a l o r s  { { c a s e s  b l a n c h e s } ,  { c a s e s  n o i r e s } }  e s t  u n e  

b i p a r t i t i o n  d e  C ( n , m ;  r , s ) .  S i  n m  l 1  ( m o d  2 ) ,  a l o r s  c e  g r a p h e  e s t  

b i p a r t i  e t  d ' o r d r e  i m p a i r ,  i l  n ' a d m e t  d o n c  a u c u n  c y c l e  d e  l o n g u e u r  

i m p a i r e  e t ,  à  f o r t i o r i ,  a u c u n  c y c l e  h a m i l t o n i e n .  

1 2 9  
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c. Soit c un cycle hamiltonien de C(4,n; 1,2), partant de la case x1 1. 

Dénotons c(i,j), 1 < i < 4, 1 < j < 4, le nombre d'arêtes de c joignant .- 
une case de la ileme colonne à une case de 

On a les équations suivantes: 

Vi,j, c(i,j) = c(j,i) et Vi, c(i,i) = 0. 

(1) c(1,2) + c(1,3) = 2n 

(2) c(2,l) + c(2,3) + c(2,4) = 2n 

(3) c(3,l) + c(3,2) + c(3,4) = 2n 

(4) c(4,2) + c(4,3) = 2n 

-(l) + (2) + (3) - (4) donne c(2,3) q 0. 

la jième colonne. 

1 FIG.Sl8 

Ceci est contradictoire, puisque seules les cases pointillées (fig. S18) 

peuvent possiblement être atteintes. 

REMARQUE Euler a dPmontré que C(4,n; 1,2) n'est jamais hamiltonien 

pour n < 8, et, Flye St-MarieC16ll'a demontre pour n = 8. Kraitchik 

cite ce résultat, c.-à-d. exercice 52 c, dans I91 paoe 259. 

Les figures S19, S20 et S21 donnent des cycles hamiltoniens pour les 

graphes C(3,lO; 1,2), C(5,24; 1,4) et C(5,20; 2,3) respectivement. On 

peut démontrer que 10, 24 et 20 sont respectivement les plus petites 

valeurs n, m et L telles que C(3,n; 1,2), C(5,m; 1.4) et C(5,6; 2,3) 

soient hamiltoniens. On peut également demontrer que Vn, C(4,n; 1,2) 

(voir exercice 52 c). C(6,n; 1,4) et C(6,n; 2,3) n'est jamais hamilto- 

nien (voir t20]). 

53 Soit t,, t2, . . . . tn les petits triangles de la triangulation de T. Consi- 

dérons le graphe simple dont les sommets sont x0, x1, xp, . . . . xn et prenons 

l'arête Ixi,xjl, où i > 0, j > 0, i t j, si les triangles ti et tj ont un 

côté en commun de sommets étiquetes 0 et 1. De plus, le sommet x0 correspond 

à l'extérieur de T  et on prend l'arête {x0, , x.1, i > 0, si et seulement si le 

triangle ti a un côté, étiqueté 0 et 1, sur le segment PoPI. Il est clair que 

dans ce graphe simple, x0 est de degré impair. Il y a donc un nombre impair 

de sommets xi, i > 0, de degré impair. Ces sommets sont tous de deqre égal à 

un car d(xi) = 3, i > 0, est impossible. Remarquons finalement que d(xi) = 1, 

i > 0, si et seulement si le triangle ti a des sommets ëtiquetés 0, 1 et 2. 

On a donc prouvé que la triangulation admet un nombre impair de triangles 

ayant les trois étiquettes. 

54 Sin>l,alorsVxtK n, e(x) = 1. On a donc r(K,) = 6(K,) = 1. 

Pour n = 1, on a r(Ki) = 6(K,) q 0. 

Si n est pair, Vx c Cn, e(x) = K. On a donc r(C,) = 6(C,) = %. 

Si n est impair, Vx E C 
n-l 

n, e(x) q 2. On a donc r(Cn) = 6(C,) = n-$. 
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FIG,S21 

Quel que soit n 2 3, on a donc toujours r(C,) = 6(C,) q rgl où $1 dénote le 

plus grand entier < F. 

Dans Rn, n > 3, on a e(x) = 

131 

On a donc r(R,) = 1 et 6(Rn) = 2, si n y 3, 

si n = 3, qx, e(x) = 1 et r(R3) q 6(R,) = 1. 
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Dans En, 
f 

lsix=O 
n 2 2, on a e(x) = 2 sinon 

On a donc r(En) = 1 et 6(E,) = 2, si n 2 2, et bien sûr r(E,) = 6(E1) q 1. 

Dans K, m, 
3 n > 1 et m > 1, Vx, e(x) q 2. On a alors r(Kn,,,) = 6(Kn m) = 2 

Notons finalement que Ki n = Kn 1 = En, Vn. 
9 

55 (Voir problème 54). Dans ?,,, n 2 3, et R,, m > 3, il est vrai que x = 0 est 

le seul centre car e(x) = J :inin= O. 
{ 

Mais attention, R, 2 K, a quatre cen- 

tres. Dans C,,, Vx, e(x) = i$l; tous les sommets de C, sont donc des centres. 

56 Soit r = r(G) et x0 un centre de G, c.-à-d. e(x,) = r. Soit x,y des sommets 

arbitraires de G. Puisque e(x,) = r, on a k = d(xo,x) < r et e = d(xo,y) < r. 

Soit donc c q lxo,xi,...,xk-,,xl et c1 = ~~xo,y,,...,yQ-,,yl deux géodésiques 

de x0 à x e; de x0 à y, respectivement. Puisque 

-cl + Cî = tx,xk~l'...,xl,xo'y, ,...,~~-~.y] est une chaîne de longueur 

k + L 5 2r entre x et y, on a d(x,y) 5 2r. Les sommets x et y etant arbi- 

traires, on a 6(G) = max d(x,y) < 2r = 2 .r(G). 
X,Y 

57 Soit c = txo,x,,...,xkl et c' = Cxo,x;,..., k x'l deux chaînes elementaires de 

longueur maximum k et sans sommet en commun. Comme 6 est connexe, 

30 < i 5 k et 0 < j < k tels que june chai‘ne Plémentaire c' de xi a x; telle 

que c" et c n'aient que xi en commun et c" et c' n'aient que yj en commun. 

Si i > $ et j < k, alors [x0,x ,,..., xi1 + CII + i-x:,x! 
J J+' 

,...,x'; est une k 

chaîne élémentaire de longueur > k (contradiction). Si i > k et j > $, alors 

[X0,X1 ,..., xi1 + c" + tx:,x: 
J J-1 

,...,xol est une chaîne élémentaire de longueur 

> k (contradiction). De même, si i < 5, alors 

lxk,xk -,,..., X~I + ~1’ + tx;,xjtl ,..., Xi<i OU rxk,xk -,,..., xi1 + CII + 

LXl,X! 
J J-1 

,...,xol est une chaîne élementaire de longueur > k (contradiction). 

58 Soit L un facteur linéaire de ce graphe 

simple G. Alors L contient une arête in- 

cidente à x (fig.S22), disons {x,w}. Dans 

G - x, la composante connexe de v (ou de u) 

admet alors un facteur linéaire; ce qui est 

absurde puisqu'elle est d'ordre 5. 

Notez que Tutte a prouvé: THEOREME Le graphe simple G = (X,A) admet un 

facteur lineaire si et seulement si VS c X, l'entier \SI est au moins eqal 

au nombre de composantes connexes d'ordre impair dans G - S. Par exemple, 

en prenant S = (x} dans le graphe simple de la figure 22, on voit qu'il n'ad- 

met pas de facteur linéaire. 
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59 La figure S23 donne un facteur linéaire FIG, S23 

de ce graphe simple. 

On voit facilement que ce graphe simple 

possède exactement 4 facteurs linéaires 

et que ces 4 facteurs linéaires contien- - 
nent toujours l'arête {~,y). Il n'admet 

donc pas de factorisation linéaire. 

60 Soit G = (X,A) un graphe simple qui soit un U-graphe et {L1,L2,L3} son unique 

factorisation linéaire. Le graphe partiel L, u L, est alors réqulier de 

degré 2, c'est-à-dire la réunion de k cycles disjoints. Si k > 1, soit c un 

cycle simple de L1 u L2, c.-à-d. une composante connexe de L1 u Lp. Posons 

L; = (L, - c ,i L,) u (c n L2), L; = (Lz - c n Lz) u (c n L1) et L; = L3; 

alors {L;,L;,L;}-est une factorisation linéaire de G, distincte de 

{L1,L2,L3). Contradiction. On a donc k = 1, c.-à-d. L1 u L, est un cycle 

hamiltonien. De même, Li u L3 et L, u L, sont des cycles hamiltoniens. 

61 Non (voir exercice 65) 

62 La figure S24 donne une factorisa- 

tion linéaire hamiltonienne du graphe 

de la figure 38, où L1 = {MI, 

L 
2 

= {-} et L3 = {t----- ---- 4). 

La factorisation linéaire de la fi- 

gure S25 est non-hamiltonienne. 

1 FIG,S24 FIG,S25 

--- 

; j : 

8 

1 ___ __ --:---- 
*-- 

63 Soit 11,2,. ..,lO} l'ensemble des joueurs. Le qraphe du tournoi rotation est 

donc K 10' Soit iL1.L2,..., Lgl une factorisation linéaire de K10 (elle con- 

tient 9 facteurs linéaires puisque K,, est régulier de degrP 9). Organisons 

le tournoi de façon qu'il y ait 9 rondes consécutives de chacune 5 parties. 

Plus précisément les 5 parties de la ronde i, 1 < i < 9, sont entre les 5 

paires de joueurs reliés par les arêtes de Li. Comme Li-est un facteur 

linéaire, chaque joueur joue exactement une partie en ileme ronde. Comme 

les Li forment une factorisation linéaire de Klo toutes les 55 paires de 

joueurs se rencontrent une et une seule fois au cours du tournoi. 

64 Sans perte de genéralité, montrons que C1 u C2 est un cycle hamiltonien de 

G w G'. Par définition, B, u B, - {a,,a,} est une chaîne hamiltonienne de 

G - x et B; u Bi - {a:,a;) est une chaîne hamiltonienne de G' - x'. En joi- 

gnant ces deux chaînes à l'aide des arêtes c1 et cz, on obtient un cycle 

hamiltonien de G w G'. La figure S26 décrit l'unique factorisation linéaire 

hamiltonienne de K*. Si G est un graphe simple cubique fortement hamiftonien 

d'ordre 2k, alors G w Kb est fortement hamiltonien et d'ordre 2(k + 1). 

par exemple, la figure S27 est le mariage,o de deux copies de Kb = R, par 

rapport aux sommets x = 0 et x' = 0. 
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65 Soit RI et R2 les deux rives du séparateur S, c.-à-d. R, et R, sont les com- 

posantes connexes de G - S = (X, A - S). Posons rl = JR,) et r2 = ]Rîl. 

Bien sDr ri + r 2 = IG( est pair et donc rl 5 r2 (mod 2). De plus, si ki, 

i = 1, 2, 3, est le nombre d'arêtes de Ai dans R,, c.-à-d. ki = IAi n R,j; 

on a r, = 2ki + ]S n Ai]. En d'autres mots, IS n A,/ E 1s n A,) : /S n A,/ Z 

rl z r2 (mod 2). Considérons le graphe de Petersen et soit 

S = C{xi,yiI[l c i 5 51. Si A = A, u A, u A, est une factorisation lineaire 

du graphe de Petersen, alors ISI = 5 = a, + a2 + a3 où ai = \Ai n $1, 

1 < i 5 3, sont de même parité. Sans perte de géneralite, on peut donc sup- 

poser que a1 = 3, a2 = a3 = 1. A rotation et reflexion près, il n'y a donc 

que deux possibilités (fig. 28) pour FIG,S2S , 
0 

les arêtes du séparateur S. Dans les 

deux cas, ceci conduit à une contra- 1 I l 
diction. Par exemple, dans la partie N / i l ----* 

gauche de la figure 28, les arêtes 

iy,,y,I et {y,,~,} sont adjacentes 
i \ j / ; 

i 
mais doivent toutes deux être dans I 

le même facteur lineaire. 

66 Soit b pour chaloupe. Considérons le graphe simple dont les sommets sont les 

128 parties de (b,m,m',m",c,c' ,c"I, correspondant à ce qui est sur la rive 

initiale de la rivière. Deux sommets sont adjacents si une traversée legale 

permet de passer d'une situation à l'autre. Il y a une solution à cette 

énigme si le sommet g est dans la même composante connexe que le sommet 

bmm'm"cc'c". Nous pourrions tracer la composante connexe de ',TI mais nous nous 

contentons de donner une chaîne simple de bmm'm"cc'c" à g: 

ibmm'm"cc'c" , mm'cc', bmm'm"cc', mm'm", bmm'm"c, mc, bmm'cc', m'c', bm'm"c'c", 

c'c", bcc'c", c", bec", 01. 

67 Il est facile de voir que les sommets de la composante connexe de k? ne con- 

tiennent jamais plus d'un mari. 

a. Soit m m m m f f f f notre monde et c la chaloupe. Voici une chaîne 123L1123Lt 
simple de cm,m,m,m,f,f,f,f, à @:lcm,m,m,m,f,f,f,f,, mIm,m,m,f,, 

bm,m,m,m,f,f,, m,m2m3m,+, bmlmemsm,,fI, m,f,, bm m f f 1 2 i z> f,f,- "f,f,f,, 01. 

b. Cette fois-ci, dénotons par des triplets ordonnes ce qui se trouve sur 

la lëre rive, l'îlot et la deuxième rive respectivement. Voici une 



chaîne simple resolvant l'énigme: 
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(cm m m m f f f f ,0,0). (m,m,m,m,f,f,,bf,f,,0), (bm,m,m,m,f,f,f,,f,,0), 1234123'r 

(m,mlm3m~f~,bf,f2f3,0),(bm,mzm,m,f~f~,0), (m,m,m,m,,bf,f,f,f,,0), 

(bmlm2m3m~fl.f2f3f~,0). (mlm2fl,fzfJfs,bm~m~), (bmlm2m3f,,f2f3f~.m~). 

(m,f,,f,f,f,,bm,m,m,), (bm,m,f,,f,f,f,,m,m,), (f,,f,f,f,,bm,m,m,m,), 

(bm,f,,f,f,f,,m,m,m,), (0,f,f,f,,bm,m,m,m,f,), (0, bf,f,f,f,,m,m,m,m,), 

(0,f,f~,bm,m,m,m,f,f,), (0, bf,f,f,,m,m,m,m,f,), (O,fQ,bm,m,m,m,flf,f,), 

(0,bflf4,mim,m,m~f,f3). (0,0,bm m m m f f f f ). 123't123L, 

68 Comme précedemment, associons à chaque cube un graphe avec boucles (fig. S29). 

Superposons ces quatre graphes avec boucles (fig. 530). On peut voir que ce 

multigraphe avec boucles n'admet que trois graphes partiels avec boucles régu- 

liers de degré 2 et disjoints; soit ceux de la figure S31. On utilise le pre- 

mier (ou le troisième) pour obtenir les 4 couleurs sur les grandes faces gauche 

et droite et le deuxième pour les grandes faces devant et derrière. II y a 

donc exactement deux solutions. 

FIG,S29 
R 1 B 

“I I 
v J 

R 2 B 

I Q 
v J 

R 3 B 

l- 

L 

R 4 B 

//i 
v J 

69 a. Un arbre n'a aucun cycle simple et, a fortiori, aucun cycle simple de 

longueur impaire. 

b. Il n'y a que les arbres isomorphes à En pour un n 2 1. En d'autres mots, 

K 
P,q 

est un arbre si et seulement si p = 1 ou q = 1. 

70 a. ( 
n-l 

2 ) b. (P - l)(q - 1) c. n 

71 Il est plus facile de résoudre d'abord l'exercice 72 qui suit. 

a. n tels arbres suivant le choix du centre i de l'arbre. 

b. Pour n > 2, il y a kn! tels arbres car ils sont tous isomorphes à Pn. 

Lorsqu'on écrit les n! chaînes sur (1,2,...,n), on représente deux fois 

chacun de ces arbres. 

72 a. Un seul, soit EnmI. b. Un seul, soit Pn. 
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74 On définit de taçon naturelle les notions de vertébrP biparti sur X u Y, 

d'endofonction alternée sur X u Y, de chaîne alternée sur X u Y et de per- 

mutation alternee sur X u Y, Il y a autant de vertCbrPs bipartis sur X u Y 

(pointés d'abord en X puis en Y) qu'il y a de chaînes alternées d'arbores- 

cences pointées alternativement dans X et dans Y. De plus, il y a autant 

de telles chaînes d'arborescences et autant de ces permutations d'arbores- 

cences que d'endofonctions alternees sur X u Y, soit nm .m". Ouf: En d'au- 

tres mots, la construction permettant d'associer une endofonction à un ver- 

tébré fonctionne même si les sommets sont bipartitionnes en noirs et blancs 

et si les arêtes ou flèches sont toujours entre des sommets de classes 

différentes. 

Finalement, comme il y a nm fois plus de vertébrPs bipartis que d'arbres 

bipartis sur X u Y, on trouve la formule de Scoins. 

75 Un vertébré est dit dégOn&tP si sa Rtie (le sommet o) et son coccyx (le sommet 

o) coyncident. Il y a, bien sûr, le même nombre de vertébrés déqénérés que 

d'arborescences sur U, soit nn-' si Ill = n. Un vertébré est dit noiz- 

dVg&@hF s'il n'est pas dégénéré. Prenons un vertebré non-dégénéré (fig. S34) 

sur U et guillotinons-le, c.-à-d. effaçons son cou (la dernière arête de l'uni- 

que chaîne de o à 0). Une nouvelle tête repousse à la base du cou et on obtient 

donc un vertébré (degénére ou non-dégénéré) sur une partie V de U et une arbo- 

rescence sur son comolémentaire W (fig. 535). 

Inversement le choix d'une partie V de U, 1 5 IVI = k < n, d'un vertébre sur 

V et d'une arborescence sur W = U - V détermine un unique vertebré non-déqé- 

néré sur U. Il y a (L) choix pour la partie V, ensuite, il y a kk choix pour 

le vertébré sur V et (n - k)n-k-l choix pour l'arborescence sur W. On a donc 

bien 

FIG, S35 
I , 

: 

n-l 
n" - p1 = 1 (II) . kk(n - k)n-k-l. 

k=l 
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76 Soit k le nombre de points fixes de l'endofonction idempotente f. Bien sûr, 

on a 1 < k < n. Soit V = {x c Ulf(x) = x1 et q: U - V -F V la fonction defi- 

nie par g(x) = f(x), x c U - V (puisque f'(x) = f(x), on a bien f(x) 6 V pour 

tout x t U - V). Inversement, le choix d'une partie V, 1 < I\/l = k < n, de 

U et d'une fonction g: U - V -f V détermine une unique endotnonction idempo- 

tente de U dont les points fixes sont V. On a donc bien C (k)k n-k endo- 

fonctions idempotentes sur U, 

et knek 

1Ul = n, car il y a (i) cho!i'pour V, 1VI = k, 

choix pour la fonction g. 

77 On voit facilement que A est une op8ration commutative et associative sur 

p(A). De plus .0 E b>(A) est un elément neutre et S est 1' opposé de S, 

c.-à-d. VS E P(A), S A S = @. Il est bien connu que Z2 est un corps. La 

fonction Z, x 6'(A) + b>(A) fait de B(A) un espace vectoriel sur Z2 car les 

quatre identités suivantes sont vraies: (~1~ + n,)S = (a,S) A (ol,S), 

a(S, A S2) = (nSl) A (ctS2)> oi,(a,S) = (a,n,)S et 1 .S = S, Vo,o,,d, c Z, 

et VS,S,,S, E B(A). De plus, si B c A, alors B = A Ib} = ib,) A . . . A ibk) 
btB 

où B = tb,,b,,...,bk>. Les sinqletons engendrent donc 4(A). Puisque les 

sinqletons sont deux à deux disjoints, ils sont linéairement indépendants 

sur Z2, et forment bien une base de B(A). 

78 Il est facile de voir que les élements de V sont les réunions disjointes (y 

compris 0) de cycles de G. Ici deux cycles sont dits disjoints s'ils n'ont 

aucune arête commune. En d'autres mots, les éléments de V sont les ensembles 

d'arêtes engendrant des graphes pairs. Soit T  = (X,B) un squelette de 

G = (X,A). Numérotons de 1 à m - n + k les arêtes de A - B et soit ci le 

cycle associé à l'arête ai t A - B. Comme dans le système fondamental 

ic 1'C2'...'Cm-n+k ) de cycles associé à T, le cycle ci est le seul à contenir 

l'arête ai, il est clair que ci n'est pas combinaison linéaire des cj, j z i. 

Le système est donc un sous-ensemble linéairement indépendant de V. Nous 

laissons au lecteur le soin de se convaincre que tout cycle (et donc tout 

élément de V) est somme (c.-à-d. somme modulo 2) de cycles du système fon- 

damental. L'espace vectoriel V est donc de dimension x(G) = m - n + k. 

79 Semblable à l'exercice 78. 

80 Soit G = C4 = (X,A), X = {1,2,3,41 et A = {a,b,c,dl, où a = {1,21, b = 12,3), 

c : 13,41 et d = 11,4). Bien sûr, Q(A) a 16 éléments. On a V = ilJ,A). 

Comme {a,b), {a,c), {a,d), {b,c), {b,d), Ic,d1 sont les seuls séparateurs de 

G, on a W = {0, {a,b),{a,c),Ia,d),{b,c),tb,d),{c,d), A) car 

{a,c} A ib,di = A. Dans ce cas, on a dim V = 1, dim W = 3 et V c W. 

81 a. G est symntrique ssi vxvy, (x,y) c u => (y,~) t U ssi VxVy, 

(x,y) t u i=> (v,x) t u ssi VxVy, y E T(x) <=+ x E T(y) ssi VXVY > 
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y E r(x) c=> y t r-'(x) ssi Vx, r(x) = r-'(x) ssi r = r-' ssi 

G = (X,r) = (X,r-') = G-l. 

b. Notons d'abord que: y E rk(x) <=> il existe un chemin de longueur k de 

x à y. Si G est transitif et y 6 rk(x), k > 0, alors 

3x q x0, x1, x2,...., xk-,, xk = y tels que (xi,xi+i) E U pour 

i = 0, 1, . . . . k - 1, et donc (~,y) E U, c.-à-d. y E r(x). En d'autres 

mots, Vx, T(x) u r2(x) u . . . = I'(x). Si, de plus, G est réflexif, alors 

Vx, ix} i r(x) et on a bien F(x) = T(x), c.-à-d. G = (X,T) = (X,f) = 6. 

Reciproquement, si G = G, alors Vx, Ix1 c r(x) = r(x) et G est bien 

réflexif. Si G = G, on a également r'(x) i r(x), Vx; c.-à-d. Vy,Vz, 

y E r(x) et z t r(y) implique z c r(x). Ce qui veut dire Vx, Vy, VZ, 

(~,y) E U et (y,~) E U implique (x,z) c U et G est bien transitif. 

c. Si G est fortement connexe et (~,y) E X x X, alors il existe un chemin, 

disons de longueur k, de x à y. On a alors y E rk(x) c T(x) et comme 

(~,y) E X x X est arbitraire, s = (X, X x X). La Mciproque est toute 

aussi évidente. 

82 Prouvons ceci par r6currence sur n = IGI. Si n = 1, c'est évident. Suppo- 

sons que tout graphe complet d'ordre n ait cette propriété. Soit G = (X,U) 

un graphe complet d'ordre n + 1 et x E X. Bien sûr, 

G - x : (X-x, U n ((X-x) x (X-x))) est un qraphe complet d'ordre n. Il y a donc 

un chemin Jxl,xZ...., xnl dans G - x où {x1,x2,...,xn1 = X - x. Si 

(x,x,) t U, alors Lx,x1,x2,..., xnl est le chemin cherche dans 6. Supposons 

donc (x,.x) E U (puisque G est complet, on a (x,x1) E U ou (x1,x) F U). Si 

(x,x,) E U, alors Cx1,x,x2,..., xnl est le chemin cherché, supposons donc 

(x,.x) E u. De même, on peut supposer (x,.x) E U, . . . . (x,.x) E U; mais 

alors Lx1,x2,..., x,,xI est le chemin cherché. Dans tous les cas, il existe 

un chemin hamiltonien dans G. 

Ce résultat s'appelle "Le pumdoxe du jownu&Me": un journaliste, en con- 

sultant le tableau (matrice d'adjacente) des résultats d'un tournoi rotation 

(tout le monde joue contre tout le monde) entre n joueurs, peut toujours en 

tirer un chemin Lxl,x,,...,xnl où Ix,,...,x,> = {joueurs1 et 

Vi = 1, 2, . . . . n - 1, xi a battu xiti. De plus, il peut très bien arriver 

que x1 soit le dernier joueur du tournoi et xn le qaqnant du tournoi! Dans 

ce dernier cas, x1 peut se dire meilleur que xn car il a battu quelqu'un qui 

a battu quelqu'un qui... qui a battu xn. 

83 Notons qu'une chaîne sans boucle de longueur k dans le graphe orienté 

G : (X,U) est exactement une chaîne de longueur k dans le graphe simple 

associé G' = (X,A), où {~,y} t A ssi x f y et ((~,y) t U ou (y,x) t U)). 

On a donc bien: G connexe <a G' connexe. 
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84 Lorsqu'on cherche un graphe oriente associé â G = (X,A), pour chacune des m 

arêtes, on a trois possibilites (une flèche dans un sens ou dans l'autre, ou 

les deux fleches dans les deux sens), et, pour chacun des n sommets, on a 

deux possibilités (mettre ou ne pas mettre une boucle). Il y a donc un total 

de 2" .3m possibilités. La figure S36 illustre ceci pour le araphe simple 

P3. Elle constitue également une excellente punition à donner â un étudiant 

trop dissipé durant un cours de theorie des graphes. 

FIG,S36 

85 VxcX, d+(x) = d-(x). Même preuve que pour le théorème d'Euler 

(page 18). 

86 Numérotons les sommets (fig. S37). Soit M la matrice d'adjacente. 

FIG,S37 

Xî 
x1 

E 

Ona M=i! j ~j,M'=[~ :I l!j. 

x3 

Comme trM' = 35, il y a 35 circuits de longueur 4 dans G. 

87 Numérotons les sommets (fig. S38). Soit M la matrice d'adjacente. 

Ona M- 

Il y a donc 18 chaînes de longueur 5 de x â y. 

88 Si G n'a pas de circuit de longueur > 0. alors il ne contient aucun chemin 

de longueur n. On a alors M" = 0 et M est bien une matrice nilpotente. 
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Réciproquement, supposons Mk = 0. Supposons que c soit un circuit 

de longueur L > 0, au sommet x. ,. On a donc m!!) > 0 
11 ' 

mais également 

miTe) > 0, m!?) > 0 
11 

=> .(.j.e> = " 

, . . . Soit j tel que jS 2 k, alors Mk = 0 => Mj' = 0 

11 
0. Contradiction. 

89 Tout triangle, disons de sommets x, y, z détermine six cycles de longueur 3 

de G: lx,y,z,xl, Ix,z,y,xl, ly,x,z,yl, iy,z,x,yl, Iz,x,y,zl et Cz,y,x,zl. 

Il y a donc six fois plus de cycles de longueur 3 que de triangles dans G. 

Or le nombre de tels cycles est la somme des entrées de la diagonale de la 

matrice M3, c.-à-d. la trace de M3. 

90 rij = 1 <=> cij > 0 c-> 3un chemin de longueur non-supérieure à n - 1 de xi 

â xj o 3un chemin de xi â xj <=> l'entrée ij de la matrice M(6) est non- 

nulle. 

91 

92 Voir fig. S39. 

FIG, S39, 2 2 

94 a(Dn) = n , B(D,) = n , ~(0,) = 1 

a(Kn) = 1 , B(Kn) = 1 > Y($,) = n. 
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95 ~x(R*) = 16 (fig. S40), B(Ra) = 9 (fig. S41), y(RB) = 4 (fig. 542). 

FIG,S40 / 1 FIG,S42 I 

n 2 si n est pair 
96 a($,) = n-l ~ si n est impair 

,i.e. o(Cn) = 151. 
2 

97 

98 

99 

1 
k si n = 3k 

B(C,) = k +1 si n = 3k + 1 , i.e. B(Cn) = r 

k+l sin =3k+2 

y(C,) = 
i 

2 si n est pair 

3 si n est impair . 

ci(Rn) = a(Cn). 

B(Rn) = 1 car 10) est absorbant. 

y($,) = Y($,) + 1. 

Soit n = ordG. On sait que y(G) + a(G) s n + 1 et y(G) . a(G) ? n. Si 

y(G) + CE(G) = y(G) a(G) + 1, alors n + 1 ? y(G) + u(G) = y(G) . a(G) + 

1 i n + 1. On a donc y(G) . n(G) = n et y(G) + a(G) = n + 1; d'où o(G) = n 

et y(G) = 1, ou,a(G) = 1 et y(G) = n. Dans le premier cas, 6 ne peut être 

que le graphe discret. Dans le second cas, G ne peut être que le qraphe com- 

plet. Si G est un graphe simple tel que y(G) t a(G) = y(G) a(G) + 1, on a 

donc G = D, ou G = K, (où n = ordG). 

Bien sûr, y(Kk,C) = 2, car X = (x1,x2....,xk) et Y = (y,.y,,...,yy) sont 

deux ensembles intérieurement stables. Notez que a(Kk !) = maxck,!) et que 

B(K~,~) = 2 (sauf si k = 1 ou P = 1 car B(K~,~) = B(K1'C) = 1). 

Soit e ? k 2 1, alors q(Kk p) = L. En effet, puisque d(xl) = 1, on a 

' q(Kk,e) 2 P. Colo rions l'arête ixi,yj} de la couleur i + j - 1, si 

i + j - 1 5 1, et de la couleur i + j - JT - 1 sinon. Ceci est un coloriage 

des arêtes de Kk,R avec L couleurs. 

11 est facile de voir que a(G) = 2. Cependant, aucun ensemble de cardinali- 

té 2 (ou 1) n'est extérieurement stable. La figure 543 donne un noyau du 

graphe orienté G - x. 

141 
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100 Puisque ~(a,) = 8, on a y(U,) 18. De plus, si 

y(z)*) = 8, c'est qu'il y a huit ensembles intéri- 

eurement stables , de huit élements chacun, formant 

une partition des 64 cases. On vérifie, de préfé- 

rence par ordinateur, qu'il n'y a pas, parmi les 92 

solutions au problème des 8 dames, huit ensembles 

disjoints. On a donc y(~,) 2 9. La figure S44 

montre que y(~,) = 9. Elle est due à R. Godin (1975 

FIG,S44 

101 Un noyau n'est rien d'autre qu'un système de representants pour la relation 

d'équivalence "avoir la même cardinalité" sur les sous-ensembles de E. Il 

est clair que cette relation d'equivalence admet n + 1 classes, ayant respec- 

tivement (i) = 1, (y) = ri, (i), . . . . (n) = 1 elements. Il y a donc i!. (f) 

noyaux. 

FIG,S45 . . . ..‘....:I “. .. : :. m ..” ‘. { ,, .,.,: ..’ ,.: :: ., ‘. ‘.. ” :: :,; ‘::; ., . . . . . ‘.. 
FIGnS47 

02 Prouvons, par récurrence sur n, que toute carte obtenue en traçant n cercles 

dans le plan peut être coloriée avec deux "couleurs", disons noir et blanc. 

Pour n = 1, ceci est évident. Considérons n + 1 cercles et avant de tracer 

le (n + l)e cercle, colorions (fis. S45) en noir et blanc la carte obtenue 

en traçant les n premiers cercles. Ce coloriage existe par hypothèse d'in- 

duction. Traçons le (n + l)e cercle (fig. 546) et "renversons" le colo- 

riage des régions à l'intérieur du (n + l)e cercle (fig. S47). Il est clair 

qu'on a ainsi obtenu un E-coloriage de la carte formée des n + 1 cercles. 

103 Puisque G est cubique, on a q(G) 2 3. Cependant, si q(G) = 3, alors tout 

coloriage des arêtes de G (à l'aide de 3 couleurs) définirait une factorisa- 

tion linéaire de G. Une telle factorisation linéaire n'existe pas, (exerci- 

ces 61 et 65). La figure S48 montre que q(G) = 4. 
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( FIG,S48 

104 a. v(G) = 1 ,=y G ne contient aucune arête c--> G est discret, 

b. Supposons y(G) = 2. Soit Y et 7. les sommets de chacune des deux cou- 

leurs d'un Z-coloriage de G. Alors (Y,Zl est une bipartition de 6 et G 

est biparti et non discret. Si G est biparti et non discret, alors 

y(G) 1. Toute bipartition de G dPfinit alors un coloriaqe des sommets 

de G à l'aide de deux couleurs et donc y(G) = 2. 

105 a. En fait, voici tous les chemins de 1 à 100 ainsi que leur coût. 

[l,lool, 100; 11,50,1001, 52; Tl,25,1001, 29; 11,25,50,1001, 29; 

r1,20,1001, 25; rl,lO,lOOl, 20; 11,10,50,1001, 17; 11,10,2O,1OOl> 17; 

\1,5,1001, 25; 11,5,50,1001, 17; 11,5,25,1001, 14; 11,5,2O,1O01, 14; 

~1,5,1O,1001, 22; 11,5,10,50,1001, 14; 11,5,10,20,1001, 14; 11>4,10Ol~ 29; 

I1,4,20,1001, 14; 152; t1,2,50,1001, 29; l1,2,20,1001, 17; 

~1,2,1O,lOOI, 17; L1,2,10,50,1001, 14; 11,2,10,20,1001, 14; 

11,2,4,1OOl, 29; I1,2,4,20,1001, 14; [1,5,25,5O,'O01, '4. 

Il y a donc 9 chemins de valeur minimum 14. 

Ils correspondent aux deux factorisations suivantes de 100: 

2.2.5.5 = 100, 4 .5.5 = 100. 

b. !1,2,4,8,16,32,641. 

c. Les seuls chemins de coût supérieur à 52 sont rl,kl OÜ k .a 52. 

106 a. Un réseau routier où on pose y(u) = le nombre maximum de vphicules pou- 

vant emprunter la route u durant une heure. 

b. Les rivières d'un pays où la valeur y(u) est la force du courant, ou le 

nombre de poissons traversant u, ou la longueur de u entre ses deux 
. 

sommets. 

c. Un réseau téléphonique où les sommets sont les telëphones et y(x.y) est 

le nombre d'appels de x à y durant une année. 

d. Le graphe orienté des résultats d'un tournoi d'échecs où V(X.~) est le 

nombre de coups dans la partie gagnée par le joueur x contre le joueur y 

(ou encore la duree de la partie). 

e. Le graphe orienté d'une compagnie de location d'automobiles, où les som- 

mets sont les bureaux de location et v(x,.y) est le nombre d'automobiles, 
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louées en x et retournées en y, durant une certaine période de temps. 

107 Numérotons les sommets, comme dans la fiqure 549. La matrice C et ses puis- 

sances (spéciales) successives sont: 

C=E : ~~1~'~,c2~[ ; ~1;1j,c3z 

-0 5 7 9 loi 
I 

c'.:i", fl 0 < 0 2 2 4 5 31 = C" z M 

c , 11, 0 11 
1,) < II ~‘, d 

FIG, S50 1 

5 

rs!3 

2 

0 

4 3 

L m 02 m 0 0 CO LvJ m 5 0 m m 7 2 0 m 4 9 2 0 11 5 3 1 0 1 

108 Le graphe simple R, est donné par la figure S50. La matrice C et ses puis- 

sances (spéciales) successives sont: 

c 2 

511111 

1 0 1 1% - / 

1101-m 

1 

1 

1 

> c7 = 
cx> 1 0 1 <n 

IA, I/> 1 0 1 

1 1 - -> 1 0 

A 110 

IX,1 

{x2,x,} 

IX2'XJ'X51 

11 6 9 15 0 x1 {Xi>X2.X3>X5~ 

11 6 9 13 0 XL, STOP: A, : 13 

c = l~x,,x~,x~,xI,x,~l. 

111 a. Ivl,v,,,v~I, Iv1,v2,v,+,vLI et Iv1,v~,v5,v Fl sont trois chemins minimums, 

de valeur 9, de v1 à vo . Ceci n'est pas indispensable, mais on peut 

représenter le graphe orienté par la figure S51. 
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b. Il suffit d'ajouter à la duree du vol de vi à vj, j f 6, la durée de 

l'escale en vj. La nouvelle matrice des valeurs, C', permet ensuite de 

trouver l'itinéraire Iv,,v,,v,l de durée 10 heures. 

Une autre méthode consiste à remplacer chacun des sommets vi, 1 < i < 6, 

par une flèche (vi,";) dont la valeur est la durée de l'escale en vi. 

Il suffit ensuite de trouver le chemin minimum de vi à vg. 

112 On trouve l'arbre partiel (fig. S52) de valeur 63. 

b. FIG, s54 

1 1 
3 

r-j 

1 1 

1 
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114 a.m b. 

116 a. 

b. 

b 

FIG,S61 

s P 

P 

c. oui. FIG,S62 

s P 

Il y en a une infinité dont deux ne prenant que des valeurs entières. 

117 On construit le réseau de 

la fiqure S63, dont un flot 

maximum, de valeur 1180, 

est écrit entre parenthèses 

(l'unité de mesure étant 

10 litres). 

118 La figure S64 représente un flot complet. La fiqure S65 représente un flot 

maximum de valeur 11 et son séparateur de capacité 11. 



SOLUTIONS AUX EXERCICES 147 

FIGnS64 

120 a. Il y a le couplage M = iixi,yilll < i YT nl. En fait, toute permutation 

y: 11,2,...,n) -f {1,2,. ..,nl détermine le couplage parfait 

My = {{xi ,y ,(.))il 5 i < nl et, inversement, les couplages parfaits de 

K 
n,n 

ont tous cette forme. Il y a donc n! couplages parfaits de Kn ,,. 

b. Les arêtes I(~~,e~,...,tn-~,O), (e1,e2,...,en-,,1)1, où (tl.c7,...,~n_,) 

est un sommet de B n-1, forment un couplage parfait de B,,. 

c. Les n rayons du graphe de Petersen généralisé, c.-à-d. les n arêtes de 

la forme {xi,yil, constituent un couplaqe parfait de P(n,k). 

d. 1{2i-1, 2iill < i < n) est un couplage parfait de Kzn. Il est facile de 

voir qu'il y a E : 1 .3 .5 . . . . .(Zn - 1) couplages parfaits de K,,,. 

121 Non, car une solution établirait une bijection entre les 32 cases noires et 

les 30 cases blanches. Si on considêre le qraphe simple G = (X,A), où 

X = 162 cases) et où {~,y) t A <=> x et y ont un côté en commun, alors G est 

biparti. En fait, {X1,X2), où X1 = 130 cases blanches} et 

X2 = 132 cases noires], est évidemment une bipartition de G. Un recouvrement 

de G, à l'aide de 31 pièces de domino, determinerait un couplage parfait de 

G. Ceci est absurde car 32 f 30. En particulier, l'existence de ce couplage 

parfait (et donc maximum) contredit le theorème de Hall car pour S = X7, 

iV(S)I c ISI. 

122 Soit G = (X,A) un graphe simple biparti régulier de deqré k i 1. Alors, par 

le théorème des mariages, il existe un couplaqe parfait B1 G A. Le qraphe 

simple L1 = (X,B1) est alors un facteur lineaire de G. Comme le qraphe sim- 

ple (X, A-Bi) est également biparti et régulier de deqré k - 1, prenons 

L2 : (X,Bî),un facteur lineaire de (X, A-B1) (et donc de G), et ainsi de 

suite. On trouve finalement une factorisation linéaire iL,,L2,...,Lk) de G. 
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123 On cherche un couplage maximum pour le graphe biparti donné par la 

141. Par exemple, celui de la figure 568 attribue des emplois aux 

travailleurs. 

124 On cherche un couplage maximum pour le graphe biparti donné par la 

142. Par exemple, celui de la fiqure S69 attribue aux 6 clubs des 

représentants. 

1 FIG,S68 FIG,S69 

125 Voir 181 paqes 102 et 103. Grosso modo, on y 

démontre que la parité de n ne dépend que de p 

et est une fonction continue de p c R2 - C. 

La parité de n demeure donc constante sur cha- 

cune des deux composantes connexes, < et 5. de 

R2 - C. Comme il existe p, E 5, et D1 partant 

de P,. avec C n D 1 = !a, et p, t <, et D2 par- 

tant de p,. avec /C n D,I q 1, la conclusion 

en découle. 

Dans la figure S70, l'intérieur r de C est 

foncé. 

figure 

6 

figure 

FIGnS70 

126 Comme K5 et K6 sont des sous-graphes de K, et comme K3 3 est isomorphe à un 

sous-graphe de K,, il est suffisant de trouver un plongement de K, dans T. 

Considérons le tore T  comme un rectangle dont on colle les côtés opposés a 

et b (fig. 571). La figure S72 décrit un plongement de K, dans T. 

a 

b 

!  

b 

a 

FIG,S72 ? a 
I - 7 7 

5 5 

6 6 

7 3 4 78 

127 Un graphe simple G = (X,A) est dit spatial si, pour tout x t X, on peut 

choisir un point px dans R3 et pour toute arête, a = {~,y} E A, on peut 

choisir une courbe simple dans R3 de px à py de sorte que ces courbes soient, 

ou disjointes, ou reliees par une ou deux extrémitps. Montrons que cette 

notion n'a pas d'intérêt car tout graphe simple est spatial. Soit G = (X,A), 
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où 1x1 = n et A = ial,a2,...,amI. Choisissons m plans qui, deux à deux, ont 

toujours comme intersection l'axe des x. 

Prenons n points distincts p,. x t X, sur 

l'axe des x, et traçons la courbe corres- 

pondant à l'arête ai dans le 

(fiq. S73). Il est clair que ceci décrit 

un plongement de G dans R3. 

128 a. K 
P>q 

est non-planaire si p 3 et 

q 3. Bien sûr, K 
ITq - Eq r. K 9Yl 

est planaire. La figure S74 montre 

que K Kq,? 
2,q 

est egalement planaire. 

b. !? 
1, 

est planait-e ssi 1, 3. 

c. La figure S75 est un sous-graphe du graphe simple de la figure 158. 

C'est une subdivision de la f igur 'e S76 qui elle est isomorphe à K, 3. 

FIG,S75 

62 

FIG.S76 

fmiii? -- 
d. Dans ce graphe simple, on a n = 6 et m = 13. Comme l'inéaalite 

m ' 3n - 6 n'est pas Vérifi+e, le qraphe est non-planaire. 

On peut aussi remarquer que ce qraphe simple contient un qraphe partiel 

(fiq. S77) isomorphe à K3 3. 

FIGuS77 

@ 
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129 Il est clair que K, est l'unique graphe simple non-planaire d'ordre 5 ou 

moins. Pour obtenir un graphe simple non-planaire d'ordre 6, on peut (par 

le théorème de KUratowski): 

1- ajouter des arêtes à K3 3; 

II- ajouter des arêtes à uni subdivision de K,; 

III- ajouter un sommet et des arêtes à Kg. 

Les figures S78 à S91 donnent (à isomorphisme pi-es) les 14 graphes simples 

non-planaires d'ordre 6: Pour ne pas répéter un même graphe simple deux 

fois, il est bon de se souvenir que G, = G, ssi G1 = G2. 

FIG,S78 K 
3.3 

FIG,S83 

FIG,S80 

FIG, S85, 

FIG,S90 

Tiisi7 

pEa---- 

im 

IFIG.S82 
lml 

130 Soit G 1 (X,A), où n = IX1 2 11, m = ]AI et m' = (2) - m. Si G et E sont 

tous deux planaires, alors m 2 3n - 6 et m' < 3n - 6, et donc 

(") = m + m' 2 s 6n - 12. Ceci est absurde car alors n2 t 24 < 13n (ce qui 

est faux pour n = 11,12,...). 

131 a. Le graphe simple, donné par la figure 592, est planaire. Son comple- 

mentaire (fig. 593) l'est egalement. 

b. Le graphe simple K5 3 est non-planaire. Son complémentaire contient, 

comme composante connexe, un sous-graphe isomorphe à Kg; il est donc 

également non-planaire. 

132 a. 9-llt4=2 b. 12 -16+6=2 

133 a. Soit F,, F,, . . . . Fk les composantes connexes de F, et, pour 1 < i < k, 
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xi un sommet de Fi qui touche à la face infinie de F. Soit ci une cour- 

be de xi à x~+~, 1 5 i < k, avec ci n F = (xi,x. 
1t1 

). Supposons de plus 

que Wl c i i k - 1, ci n c. 
1+1 

= {xi+]1 et ci n cj = 0 si Ii - jI 2 2. 

Considérons la figure planaire connexe F' obtenue de F en ajoutant les 

k - 1 courbes ci. La formule d'Euler, appliquée à F', donne 

n - (m + k - 1) + f = 2. On a donc bien n - m + f = k + 1. 

b. Pour la figure 163, on a n - m + f = k + 1 = 7. 

134 a. Considérons la figure planaire obtenue en traçant le cercle et les cor- 

des (voir fig. S94 où n = 6). Il y a n sommets (dits extérieurs) sur 

le cercle et n' sommets (dits intérieurs) à l'intérieur du cercle. Comme 

tout choix de quatre sommets extérieurs détermine un quadrilatère dont 

les deux diagonales se coupent en un sommet intérieur, on a n' = (i). 

De plus, les sommets intérieurs sont de degré égal à 4 et les sommets 

extérieurs de degré égal à n + 1. Le lemme des poignées de mains donne 

l'ëquation: 

4(i) + n(n + 1) = 2m 

et la formule d'Euler donne l'é- 

quation: 

n + (i) - m + f = 2. 

Le nombre de régions est donc 

n(n + 1' 
f - 1 = 1 - n - (i) + 2(i) + 2 

= 1 + c;, + Q. 

1 

b. En posant n = 1,2,3,4,5,6,7,8,..., dans la formule précédente, on trouve 

respectivement 1, 2, 4, 8, 16, 31, 57, 99, . . 

135 On prouve d'abord que 4f < 2m. La formule d'Euler donne ensuite 

n - m + jm 
2 

2 2, c.-à-d. m 51 2n - 4. 

136 On obtient pour le tétraèdre, le cube, le dodécaèdre, l'octaèdre et l'ico- 

saëdre, respectivement, les graphes planaires donnés par les figures 3, S95, 

32, S96 et S97. 

137 Si P est un polyèdre régulier ayant n sommets, m arêtes et f faces, alors 

son dual P' sera un polyèdre régulier ayant f somnets, m arêtes et n faces. 
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Le dual du cube est l'octaèdre (et réciproquement); le dual du dodécaèdre est 

l'icosaedre (et réciproquement); le tétraèdre est son propre dual. 

138 (Voir exercice 102). Soit n le nombre de droites. Pour n = 1, le résultat 

est évident. Supposons le résultat vrai pour n = k et soit C une carte ob- 

tenue en traçant k + 1 droites. Soit D une de ces droites et C' la carte 

obtenue en traçant toutes ces droites sauf Il. Par hypothèse de récurrence, 

il existe un 2-coloriage de la carte C'. D'un côte de la droite D, qardons 

ce coloriage tandis que de l'autre côté, inversons-le (c.-à-d. noir devient 

blanc et blanc devient noir). On obtient ainsi un Z-coloriage de la carte C. 

139 Ceci découle du fait que si une courbe fermee simple c est obtenue en mettant 

bout-à-bout des courbes simples, cl, c?, . . . . ck, et si p est un point à 

l'intérieur de c, alors il existe des courbes simples rxi, 1 ' i y k, telles 

que (xi va de p à un point strictement entre les extrémitps de ci, et telles 

140 

que Vi,j, ui ri slj = ip). 

1 FIG, S98 x 

141 Comme dans la solution de l'exercice 126, considarons le tore T  (fiq. 157) 

comme étant un rectangle dont on a collé les côtés opposés (fig. 571). La 

figure S99 décrit une carte sur T  possédant sept pays, ayant tous, deux à 

deux, une frontière commune. Pour cette carte C, on a donc v(C) = 7. Il a 

été démontré que toute carte sur T  peut être coloriée à l'aide de 7 couleurs 

(ou moins). Plus précisément, G. Ringel et J.U.T. Younq ont prouvP (c'est 

l'objet de leur livre "Map color theorem", Sprinqer-Verlaq, Berlin, 1974; qui 

démontre ce résultat) que toute carte sur le 

tore à n trous, n I 1, peut être coloriPe avec 

au plus 
[ 

7tm 
~-- 2 1 couleurs (où Ix/ désigne 

le plus grand entier m tel que m < x). Cette 

expression est souvent appelée ~o+unu& de 

HcaKJuod. 

142 Choisissons un sommet quelconque p, de C. Colorions, alternativement noir 

et blanc, les faces autour de p, (c.à-d. ayant p, sur leur frontière). Ceci 

est possible puisque deg p, est pair. Si p est un sommet sur la frontière 
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de deux faces adjacentes dont l'une est coloriée et l'autre ne l'est pas, on 

refait la même opération autour de p pour colorier les autres faces ayant p 

sur leur frontière. Comme C est connexe, ce procédé donne finalement un 

P-coloriage de C. 

143 Soit ~1, 4 et y trois couleurs. Colorions, avec a, une face quelconque, Fo, 

de C. Colorions ensuite les faces (en nombre pair) adjacentes à F. en fai- 

sant alterner B et y. Si F' n'est pas coloriee mais est adjacente à F, qui, 

elle, est de la couleur, disons X,, alors colorions F' de la couleur, disons 

x 2, et alternons, autour de F', entre les couleurs X1 et X,, où 

{hl.h2.h3~ = ia,B,yl. Il est facile de se convaincre que ceci conduit à un 

3-coloriage de C. 

144 Tout polyèdre convexe doit contenir au moins une face ayant 3, 4 ou 5 côtes. 

145 Un tel entier n'existe pas. La fiqure SlOO décrit n régions, chacune obte- 

nue en collant ensemble deux longs parallélepipèdes. Ces n regions, ainsi 

que la région extérieure (infinie), definissent une carte à trois dimension: 

où deux régions quelconques ont toujours une surface à deux dimensions comme 

frontière commune. Cette carte né- 

cessite donc n + 1 couleurs. Comme 

l'entier n est quelconque, on voit 

que seul un nombre infini de couleurs 

peut permettre de colorier toutes les 

cartes à trois dimensions. 

146 Soit c1 une face, non-infinie, de F. Associons à ~1 le cycle simple cc( (de G) 

entourant la face u. Il est facile de voir que ces f - 1 cycles forment une 

base de l'espace des cycles V de G (exercice 78). En effet, si c est un 

cycle simple, alors il "entoure" des faces, disons, CL~, CL~, . . . . C( 
k 

k, et 

alorsc= n C . 
i-1 nj 

Par l'exercice 78, on a donc X(G) q f - 1. La formule 

X(G) = m - n + 1, pour le graphe simple connexe G, donne ensuite 

n-mtf=2. 

147 La position initiale est (1,3,6,10). Voici une des nombreuses parties pos- 

sibles: (1,3,6,10), (1,1,6,10), (1,1,6,4), (0,1,6,4), (0,1,1,4), (0,1,0,4), 

(O,l,O,l), (O,O,O,l), (O,O,O,O). Noter que la partie a eté qagnee par le 

joueur B bien que le joueur A ait eu une position gagnante au depart. En 

effet, on a g(1,3,6,10) = 1 i 3 < 6 -F 10 = 14 z 0. 
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1 c.i FIG,S103_ _ 

149 La figure S104 représente le graphe orienté, G, + G,, du jeu de Fan Tan avec 

k = 2, n, = 4 et n = 2. 2 La figure S105 représente sa fonction de Grundy. 

FIG,S105 

150 Supposons que G = (X,X) et H = (Y,y) sont tous deux euleriens. Soit 

c=rx x 11 2....,xn.x,let c' q ty,,y,,..., y,,~,1 des circuits eulériens de G 

et H. Il est facile de voir que le circuit suivant dans G + H est eulérien: 

I (x,,Y,),(x,,Y*),..., (X,,Y,),(X,,Y,),(X,,Y,),(x2,Y,) >...1 (X,,Y,),(X,,Y,), 

(x,,Y,),(x,,Y,),...,(xn_i.Y,),(xn-,.Y,) T...> (X,~~~Y,)~(X,~Y,)~(X,,Y,) I...> 

(x,,y,),(x,,y,),(x,,y,)I. Autrement dit, entre chaque flèche de c, on par- 

coure complètement le circuit c'. 

Inversement, supposons que G + H est eulérien et soit c un circuit eulPrien 

de G + H, de (~~,y,) à (~~,y~). La suite des flèches de c de la forme 

((X,~YiMX,~Yj)), où Yj = y(yi), détermine le circuit eulérien, 

Iyl....,yi.yj,....y, 1, de H. De même, on trouve un circuit eulerien dans G. 

Les graphes orientés 6 et H sont donc eulériens. 

151 a. Kn = (X,%(X)), où X = 11,2,...,n). Il est facile de voir que toute 

bijection, de X sur {O,l,. ..,n-11, détermine une fonction de Grundy de 

K,,; il y en a donc nl. 

b. L'ensemble des sommets de K 
P>q 

est ix,,x,,...,xpl u iy1,y2,...,yql. Il 

y a deux fonctions de Grundy, g et h, sur K , definies par: 

Vl 5 i < p. g(xi) = 0, h(xi) 1 1; Vl < j < EIqg(yj) = 1, h(yj) = 0. 

c. Il y en a précisément quatorze; trouvez-les, 

152 Si vous avez réussi à faire cet exercice, relisez votre preuve... car ce 

résultat est faux. La figure 5106 en donne un contre-exemple où k = 2. 
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FIGBS106 0 

15 a. Les sommets du graphe orienté G, associé à ce jeu, sont les couples 

(k,Y), où 0 k i n et 0 c Y < m. Le sommet (k,i?) correspond à la 

situation où il reste k allumettes dans le tas de qauche et 2 allumettes 

dans le tas de droite. A la figure S107, on a ecrit dans la (t + l)iëme 

case de la (k + l)ième colonne la valeur q(k,Y) où 

g: (l,Z,...,nl y tl,Z,...,mi + N, est une fonction de Grund,v (la seule) 

sur G. 

IG, 5107 

4567456745674567456 

321~321~321~321~321 

Le noyau N de g est N = No II N, II N2 u N3, où Ni = i(k,!)lk c i (mod 4) 

et !  i (mod 5)) c X. Si (n,m) k N, alors le joueur A a une stratégie 

gagnante. Lorsqu'il a à jouer, dans la position (k,!), où k : i (mod 4) 

et 1 : j (mod 5), i I j, il prend j - i allumettes à droite si i I j et 

i - j allumettes à gauche si j < i. Si, au contraire, (n,m) F N (comme 

c'est le cas à la figure S107), alors c'est le joueur B qui a la même 

stratégie gagnante. 

b. La figure S108 représente la fonction de Grundy du araphe orient6 de ce 

nouveau jeu. 

Si g(n,m) z 0, alors le joueur A a une strategie gaqnante qui consiste à 

entraîner B dans le noyau. Sinon, c'est B qui se sert de cette même 

stratégie gagnante. 

154 a. On a d(xo,x) = 8. L'étrange début de partie qui suit est un chemin de 

longueur 8 de x0 à x: 
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IFlG.~i08 

4531452143512341234123 

34552 

011 2 61011 4 

4 5 3 114 5 2 114 3 5 112 3 4 112 3 4 112 3 

011 2 61011 4 31011 2 31011 2 : 

1. Cf3 Cf6 2. Ce5 d5 

3. Cc6 Cfd7 4. Cb8 Cb8 

b. On a d(xo,x) = 10. L'etrange début de partie qui suit est un chemin de 

longueur 10 de x0 à x: 

1. Cf3 Cf6 2. cc3 Cc6 

3. Ce5 Cd5 4. Cc6 dc6 

5. Cd5 cd5 

c. En langage des échecs, on cherche la partie la plus courte se terminant 

par un pat. Il semble que ce soit la suivante: 

1. e3 a5 2. Dh5 Ta6 

3. Da5 h5 4. h4 Tah6 

5. Dc7 f6 6. Dd7t Rf7 

7. Db7 Dd3 13. Db8 Dh7 

9. DC8 Rg6 10. D e 6 et les noirs sont pat. 

On a donc d(xo,x) q 19. 

d. En langage des échecs, on cherche la partie la plus courte se terminant 

par un pat mais sans qu'il y ait eu de capture. La partie suivante, com- 

posée par Sam Loyd, semble la plus courte ([9] page 268): 

1. d4 d6 :2. Dd2 e5 

3. a4 e4 4 . Df4 f5 

5. h3 c5 6. Ta3 Fe7 

7. Dh2 Fe6 18. Tg3 Fh4 
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9. f3 DaSt 10. Cd2 Fb3 

11. c4 f4 12. d 5 e3 et les blancs sont pat. 

On a donc d(xo,x) = 24. 

155 Supposons que le joueur B a une stratégie gagnante. Alors le joueur A sort 

et replace son cavalier du roi (c.-à-d. il joue les deux coups consécutifs 

Cgl-f3,Cf3-gl). Ensuite le joueur A (qui n'a plus le trait) 

applique la stratégie gagnante de B. Contradiction. 

156 Si les pièces blanches sont dans la position initiale, c'est que les blancs 

ont joué un nombre pair de coups. En effet, les deux tours blanches se sont 

chacune déplacées un nombre pair de fois. Les deux cavaliers blancs ont 

bougé chacun un nombre pair (impair) de fois s'ils sont revenus à leur case 

initiale (s'ils ont été intervertis). Donc, au total, un nombre pair de 

mouvements. De même, si les pièces noires sont dans la position initiale, 

c'est que les noirs ont joué un nombre pair de coups. On voit donc que le 

sommet x = (p,,O) est réalisable (de plusieurs façons) mais que le sommet 

(po,l) ne l'est pas. Notez qu'il semble que la majorité des sommets de 5 

soient non-réalisables. En effet, pour qu'un sommet soit non-réalisable, il 

suffit qu'il y ait, par exemple, un pion sur la première ou la huitième tra- 

verse, un roi en triple échec, les deux rois en échec, des pions doublés sans 

aucune capture, etc. 

157 a. Le graphe orienté 5 a des milliards de milliards de sommets. Même en 

écrivant mille positions sur chaque atome de la terre, il nous est im- 

possible de le décrire. Une caractérisation des sommets de 5 apparte- 

nant à un noyau n'est guère concevable pour le moment. 

b. Facile... si on a résolu a. 





EXERCICES 
SUPPLÉMENTAIRES 

CHAPITRE 1 section 1 

1 Soit G : (X,A) un graphe simple, oü X = ~x~,x,,...,x,} et A = ial,a2,...,am}. 

La makcce d'*lCdetlce (vij) de G est la matrice n * m définie par vij = 1 

si xi aj et Vij = 0 autrement. 

m 
a. Que vaut Z vij? 

j=l 

b. Que vaut iE, vij? 

c. En déduire le lemme des poignées de mains. 

2 Trouver, à isomorphisme près, tous les graphes simples cubiques d'ordre sept 

ou moins. 

3 
n 2 Prouver qu'un graphe simple d'ordre n ayant plus de 4 [l arêtes ne peut être 

biparti. (Ici, [x] dénote le plus grand entier non supérieur à x.) 

4 Prouver que dans un groupe de 6 personnes ou plus, il y en a toujours, ou 

bien trois se connaissant mutuellement, ou bien trois ne se connaissant pas. 

Montrer que ceci n'est pas nécessairement vrai s'il n'y a que 5 personnes. 

(On suppose que "se connaître" est une relation symétrique.) 

*5 Prouver que dans une réunion mondaine composée de 9 personnes, il en existe 

toujours, ou bien 3 ne se connaissant pas, ou bien 4 se connaissant mutuel- 159 
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lement. Montrer que ceci n'est pas nécessairement vrai s'il n'y a que 8 

invités. 

6 Soit G = (X,A) un graphe simple sans triangle, c.-à-d. ne contenant aucun 

sous-graphe isomorphe à CB. Prouver que si 1x1 = 2n, alors IA1 < n2. 

Trouvez un exemple pour lequel 1x1 = 2n et IA/ = n2. 

7 Soit E un ensemble, IEI = n 2 1. Considérons le graphe simple G = (X,A), où 

X =P*(E) = P(E) - QI, et où, pour SI s E et S2 5 E, on a {Si,S2) c A si et 

seulement si S, t Sz et SI n S2 f 0. 

a. Décrire le graphe simple G. 

b. Tracer G et G, si E = la,b,cI. 

c. Pour S s E, ISI = m < n, que vaut d(S)? 

d. Combien y a-t-il d'arêtes dans G? 

e. Prouver que G admet 2" - 2 sommets impairs et un seul sommet pair. 

*a Soit G = (X,A) un graphe simple. Prouver que G est isomorphe au graphe- 

arête d'un autre graphe simple si et seulement s'il existe une partition P 

de A telle que: 

i) S t P => S est l'ensemble des arêtes d'un sous-graphe complet de G; 

ii) x t X =z {a t AIX t a} est, soit une classe de P, soit un sous-ensemble 

de la réunion de deux classes de P. 

Pour un tel graphe simple G, la partition P est-elle unique? 

9 Un sous-graphe complet maximal d'un graphe simple G est appel6 une tique de 

G. Le g&fq~he-e&~? de G est le graphe simple H = (X,A) défini comme suit: 

X = {cliques de G}, (cl, c2} t A i=> c1 z cz et c1 n cî z 0. 

Trouver le graphe-clique des graphes simples suivants: 

a. Kn b. D, C. 'n d. K 3.3 e. n. R 

10 Trouver, à isomorphisme près, tous les graphes simples d'ordre 5 ayant 7 

arêtes. 

11 Pour n 1 1, soit In1 = (1,2,...,nI. Considérons le graphe simple 

Gn = (Lnl,A,) où (i,j} c A, si et seulement si i t Inl, j E Inl, i 2 j et 

les entiers i et j sont relativement premiers (c.-à-d. n'admettent que 1 

comme diviseur cornBun). 

a. Tracer G, et G,. 

b. Trouver le diamètre, le rayon et les centres de Gn. 

c. Prouver que n < m => Gn est un sous-graphe de Gm. 

**d. Prouver que lim ! ! !J  = 3 
- n2 TF . 
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e. A l'aide de la matrice d'adjacente de G 50' calculer la valeur de 71 à 

cinq décimales près. 

CHAPITRE 1 section 2 

12 Pour un multigraphe avec boucles, définir les notions de chaîne et de matrice 

d'adjacente. Utiliser la matrice d'adjacente du multigraphe avec boucles, 

représenté par la figure 19, pour en calculer le nombre de chaînes de lon- 

gueur 5 du sommet x au sommet y. 

13 Soit G = (X,A) un hypergraphe, où X = {x,,x,,...,x,} et 

A = Cal,a2,..., am} c p*(X). Les matrices d'adjacente et d'incidence de G 

sont les matrices n x n et n Y m respectivement définies par: 

T  = (tij), où tij = /ta t Alxi t a, xj t a}/, 

S = (sij), où sij = 1, si xi c aj, et sij = 0, autrement. 

a. Définir la notion de chaîne dans un hypergraphe. 

b. Prouvez que l'entrée ij de la matrice Tk donne le nombre de chaînes de 

longueur k de xi à xj dans G. 

c. Utilisez b. pour calculer le nombre de chaînes de longueur 4 du somnet 1 

au sommet 2, dans l'hypergraphe décrit par la figure 20. 

d. A l'aide de la matrice S, prouver la formule 

Z d(x) = 1 la/, où d(x) = Iiajx i aIl. 
xtx arA 

CHAPITRE 1 section 3 

14 Prouver que dans tout graphe simple possédant exactement deux sommets impairs, 

il y a une chaîne simple reliant ces deux sommets. 

15 Le caXib&e d'un graphe simple est la longueur de son plus court cycle simple. 

Trouvez le calibre des graphes simples suivants: 

K a. n, n23 

b. K p,q' P 2 2, q 2 2 

C. 'n 

d. Rn 
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e. le graphe de Petersen. 

16 Considérons la figure 52. Est-il possible 

a. de tracer cette figure sans lever le crayon et sans passer deux fois sur 

un même trait? 

b. de tracer une courbe planaire coupant chacun des 7 segments de cette 

figure? 

Même question pour la figure 22. 

17 Soit G q (X,A) un graphe simple connexe admettant 2k sommets impairs, k z 1. 

Prouver qu'il existe k chaînes simples de G dont les arêtes constituent une 

partition de A. En déduire que si une figure tracée au crayon admet 2k som- 

mets impairs, on pourra la reproduire sans passer deux fois sur un même trait 

et en ne levant le crayon que k - 1 fois. 

18 Soit G = (X,A) un graphe simple et k 2 2 un entier tel que Vx t X, d(x) 1 k. 

Prouver que G possède un cycle simple de longueur non inférieure à k + 1. 

Trouver un exemple pour lequel, Vx c X, d(x) = 2, (respectivement, Vx c X, 

d(x) = 3) bien que G n'admette aucun cycle simple de longueur 3 (resp. 4). 

CHAPITRE 1 section 4 

19 

20 

21 

22 

23 

24 

Caractériser les graphes simples qui sont à la fois eulériens et hamiltoniens. 

Prouver que si le graphe simple G est hamiltonien, alors son graphe-arête, 

G*, l'est également. 

Parmi les graphes simples des cinq polyèdres réguliers (figures 164 à 168), 

lesquels sont hamiltoniens? Prouver qu'il n'y en a qu'un seul qui soit 

biparti et un seul qui soit eulérien. 

Si chacune des n personnes invitées à un souper en connaît au moins Lj autres, 

prouver qu'on peut les asseoir autour d'une table circulaire de façon que 

chacun connaisse ses deux voisins. 

Soit X = 11,2 ,...> 2ntl}, n 2 1. Trouve n cycles hamiltoniens de KX dont les 

arêtes forment une partition de a2(X) en n classes de cardinalité 2n + 1. 

Prouver que si le graphe simple G est eulérien, alors son graphe-arête G* 

l'est également. 
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. 
25 Combien de centres le graphe simple suivant possède-t-il? 

a. Rtl b. Tn c. fig. 35 d. fig. 26 

26 Prouver que le sommet x du graphe simple connexe G est un point d'articula- 

tion si et seulement s'il existe deux sommets distincts y et z de G tels que 

toute chaîne, reliant y et z, passe par x. 

27 Prouver que l'arête a est un isthme du graphe simple G si et seulement si a 

n'appartient â aucun cycle simple de G. 

28 Trouver une factorisation linéaire des graphes simples cubiques: P(6,2), 

P(5,l) et P(4,l) (fig. 9). 

29 Soit G le graphe simple décrit par la figure 34. Prouvez que G possède: 

a. deux séparateurs de cardinalité 2; 

b. aucun séparateur de cardinalité 3; 

c. deux séparateurs non-triviaux de cardinalité 4. 

Existe-t-il un séparateur de cardinalité 5 (respectivement 6)? 

30 Soit G le graphe simple décrit par la figure 35. Trouver: 

a. le diamètre de G; 

b. le rayon de G et ses centres; 

C. une chaîne simple de longueur 6(G), qui ne soit pas un géodésique; 

d. une chaîne simple de longueur 8; 

e. un facteur linéaire. 

31 Pour quelles valeurs de n et k, l'ensemble Iixi,yi}ll 5 i < n) est-il un 

séparateur du graphe de Petersen généralisé P(n.k)? 

CHAPITRE 1 section 6 

32 Prouver qu'il y a 41 472 façons de placer les 4 cubes de l'énigme "Instant 

Insanity". 

33 Colorier les 6 faces de quatre cubes, en utilisant quatre couleurs, et trou- 
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ver toutes les solutions de ce nouveau prOblème d'"Instant Insanity". 

CHAPITRE 1 section 7 

34 Trouver, à isomorphisme près, tous les arbres d'ordre sept ou moins. 

Vérifier directement la formule de Cayley pour n < 5. 

35 Trouver tous les arbres semi-eulériens. 

36 Prouver qu'un arbre ne peut avoir qu'un ou deux centres. 

37 Soit an 2 anml 2 . . . 2 a2 L a, _ > 1 une suite décroissante d'entiers telle 

que c" a. = 2(n - 1). 
i-1 ' 

Prouver qu'il existe un arbre sur Lnl tel que 

d(i) = ai, Vi. Trouver un arbre "réalisant" les suites graphes suivantes: 

a. (3,3,2,2,1,1,1,1) b. (3,2,2,2,1 ,l.l) 

c. (5,5,1,1,1,1,1,1,1,1) d. (2,2,2,1,1,1 .l) 

e. (6,1,1,1,1,1,1). 

38 Soit X = {1,2,...,n}. Soit p, la probabilité que dans un arbre choisi au 

hasard, parmi les nn2 arbres sur X, le sommet 1 soit pendant. Prouver 

que lim p, = &. 
n+m 

39 Soit G = (X,A) un graphe simple connexe, T  = (X,6) un arbre partiel de G et 

S 5 A un séparateur de G. Prouver que: 

a. A - 8 ne contient aucun séparateur de G; 

b. A - S ne contient les arêtes d'aucun arbre partiel de G. 

40 Trouver un arbre partiel du graphe de Petersen et le système fondamental de 

cycles qui lui est associé. 

41 Soit G = (X,A) un graphe simple connexe. On définit le gnaphe-anbu, 

T  = (Y,B), de G en posant Y = {arbres partiels de G) et, pour (X,A1) et 

(X,A,) des arbres partiels de G, {(X,Al),(X,Al)l < B si et seulement si 

IA1 - AîI = 1 = jAî - A,I. Prouver que T  est toujours connexe. Vérifier 

(au moins pour G = Kk, C& et R$) que T  est hamiltonien. 
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CHAPITRE 2 section 1 

42 Soit G = (X,U) un graphe orienté connexe. Prouver que: 

n - 1 < m < n(n - 1), où n = 1x1 et m = IUI. 

43 9ans le graphe orienté des liens de parente, décrit par la figure 70, trou- 

ver deux sommets représentant: 

a. des frères ou soeurs; 

b. des cousins ou cousines; 

c. une personne et son oncle (ou tante); 

d. des demi-frères (ou demi-soeurs). 

44 Soit G le graphe orienté des liens de parenté sur l'ensemble des êtres hu- 

mains vivants ou morts. 

a. Pour x t X, que représente d+(x)? 

b. Est-il vrai que: Yx,d-(x) = Z? 

c. Décrire les graphes orientés 6' et c. 

45 Combien y a-t-il, à isomorphisme près, de graphes orientés d'ordre 1, 2 et 3? 

46 Soit G le graphe orienté du mouvement d'une tour sur un échiquier n par'n, 

où n > 1. Prouver que GZ est le graphe orienté complet (X, X y X), où X 

est l'ensemble des n2 cases de l'échiquier. Soit c et c' deux cases, com- 

bien y a-t-il, selon le cas, de chemins de longueur deux, de c à c'? 

CHAPITRE 2 section 2 

47 Soit G' = (X,U) le graphe orienté associé à un graphe simple connexe 

G = (X,A). Prouver que G' est un graphe orienté eulérien. En déduire qu'il 

existe toujours un cycle de G passant exactement deux fois par chacune de 

ses arêtes. Trouver une telle chaîne pour le graphe simple décrit dans la 

figure 72. 

48 Soit G = (X,A),un graphe simple. Combien y a-t-il de graphes orientés asy-- 

métriques, c.-à-d. (~,y) E U 3 (y.~) L U, ayant G comme graphe simple asso- 

cie? Trouver une bijection entre l'ensemble des graphes simples sur Cnl et 

l'ensemble des tournois sur Cnl. (Un ROWVIU~ (X,U) étant un graphe orienté 

tel que Vx, y t X. on a x t y i=> U n {(x,y),(y,x)} est un singleton). 
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CHAPITRE 2 section 3 

49 Soit In1 = {l,Z,...,n}. Combien y a-t-il 

a. de graphes orientés sur lnl? 

b. de graphes orientés symétriques sur Cnl? 

c. de graphes orientés antisymëtriques sur inl? 

d. de graphes orientés symétriques et sans boucle sur Inl? 

e. de graphes asymétriques sur Inl, c.-à-d. (i,j) E U => (j,i) C U. 

50 Soit G = (X,U) un graphe orienté. Définissons une relation R sur X par 

R = {(~,y)13 chemin de x à y dans G}. Prouver que: 

a. R est un préordre sur X, c.-à-d. R est réflexive et transitive; 

b. R est un ordre sur X <=> G ne contient aucun circuit de longueur > 1; 

c. R = X x X c=> G est fortement connexe. 

51 Soit Y: G+H un isomorphisme de graphes orientés. 

Prouver que: 

a. Y : G-'-H-' l'est également; 

b. Vx c G, d+(x) = d+(Y(x)) et d-(x) = d-(l(x)). 

52 Dans le graphe orienté, décrit par la figure 204, combien y a-t-il de che- 

mins du sommet, en haut à droite, au sommet, en bas à gauche? 

53 Soit s = (sl,sl ,...,sn) et t = (tl,t2,..., tn) deux n-tuples d'entiers natu- 

rels. On dit que le graphe orienté G = (X,U), X = {xl,...,xni, réalise le 

couple (s,t) si, Vi, 1 < i < n, on a dt(xi) = si et d-(xi) = ti. 

Trouver, s'il existe > un graphe orienté réalisant les couples suivants: 

a. (3,2,1,1) et (2,0,2,3); 

b. (l,l,l) et (2,0,0); 

C. (2,2,3,1) et (0,2,3,3); 

d. (5,4,0,1,1) et (3,3,3,1,1). 

54 Soit G = (X,U) un Lowuzoi, c.-à-d. un graphe orienté tel que Vx, Vy, on a 

(x z y) c=> U n I(x,y),(y,x)I est un singleton. Prouver que: 

a. d+(x) = 0, pour au plus un x; 

b. d-(x) = 0, pour au plus un x; 

c. Yx, d+(x) + d-(x) q 1x1 - 1; 

d. Z (d+(x))' = C (d-(x))'. 
xcx xtx 



CHAPITRE 2 section 4 

EXERCICES SUPPLl%lENTAIRES 167 

55 Soit M = M(G) la matrice d'adjacente du graphe simple G. Décrire, en fonc- 

tion de k, la matrice Mk, si G est: 

a. KS b. KS 3 C. 
, Kn d* KPq 9 

56 Soit M la matrice d'adjacente du graphe orienté G = (X,T), où 

x q IXI,X2,...>Xn~. Posons S = M*Mt et T  = Mt.M. 

Prouver que: 

a. Wi,Wj, sij = IT(xi) n r(xj)l; 

b. Vi,Wj, tij = jr-'(xi) n r-'(xj)l; 

c. Vi, sii = d+(xi). tii = d-(xi); 

d. tr S = 1U = tr T. 

57 Soit G = (X,U,) et G, = (X,U,) deux graphes orientés, où 

x = Ix:,Xz,...,Xn}. Soit M, et M, les matrices d'adjacente de G, et G, 

t. respectivemen 

Prouver que: 

a. M(G, n G, )ij = (M,)ij. (M,)ij, où G, n G, - (X, U, n U,); 

)ij = max{(Ml)ij,(M,)ij}, où G1 u G, = (X, U1 u U1); 

c. M(G, A G2) = M(G, u G2) - M(G, n G,), où G, A G, = (X, U, A U2). 

b. M(G, " G2 

58 Soit M la matrice d'adjacente d'un graphe orienté sans circuit G = (X,U), 

où x = tx1.x2,...>xnL Prouver que l'entrée ij de la matrice 

1 + M + M2 + . . . + Mn-' est le nombre de chemins de xi à xj dans G. 

CHAPITRE 2 section 5 

59 Trouver la matrice des distances du graphe oriente décrit par la figure 95. 

60 A l'aide de la matrice d'adjacente. trouver la matrice des distances des 

graphes orientés décrits par les figures 83 et 84. 

61 Dans le graphe orienté, décrit par la figure 84, combien y a-t-il de cir- 

cuits de longueur 5? 
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CHAPITRE 2 section 6 

62 Trouver u(G) et 6(G) pour les deux graphes simples: 

a. le dodécaèdre (fig. 32); 

b. le graphe de Herschel (fig. 33). 

*63 Aux échecs féériques, le vizti est une pièce se déplaçant, au choix, comme 

une dame ou un cavalier. Soit G q (X,A) le graphe simple du mouvement d'un 

vizir sur un échiquier 8 par 8. Trouver: 

a. IA1 b. a(G) c. B(G). 

64 Trouver les valeurs de u(G), B(G), y(G) et q(G) pour les graphes simples 

donnés par les figures 22, 23 et 134. 

65 Un graphe simple G q (X,A) est appelé c~&Que. si Wx t X, y(G - x) < y(G). 

Prouver que: 

a. Kn est critique, Vn > 1; 

b. C, est critique i=> n est impair et n > 1. 

66 Soit G un graphe simple d'ordre n. Prouver que: 

a. 2fi < y(G) t y(G) < n + 1; 

b. n :' y(G) .y(G) I $(n + 1)2. 

67 Trouver tous les graphes simples G tels que q(G) = 2. 

68 Trouver la valeur de q(G) pour les quatre graphes de Petersen généralisés 

donnés par la figure 9. Combien de factorisations linéaires chacun des trois 

premiers admet-il? 

69 Trouver, si possible, un noyau dans le graphe orienté suivant: 

a. fig. 83 b. fig. EM c fig. 86 

d. fig. 90 e. fig. 91 

CHAPITRE 3 section 1 

70 Trouver la matrice des coûts minimums et la matrice des distances du graphe 

valué G = (X,U,b) où: 
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x q {l,Z,..., ll,lZ}, U = <(x,y)Ix divise y}, et 

0 : tl+lR est définie par $(~,y) = f. 

71 Une chaîne de Markov sur un graphe orienté G = (X,U), où 

x = {x1.x2...., x,}, est une matrice P q (pij) telle que: 
n 

(Xi'Xj) k u => pij = 0, C Pij = 1, Vi, et 0 < pij < 1, Vi,Vj. 
j=l 

Prouver que, Vk 2 1, l'entrée ij de la matrice Pk est la probabilité, sachant 

qu'on est parti du sommet xi et qu'on a parcouru k flèches, d'aboutir en xj. 

CHAPITRE 3 section 2 

72 A l'aide de la méthode de Maria Hasse, trouver la matrice des distances des 

graphes orientés suivants: 

a. fig. 83 b. fig. 84 c. fig. 90 d. fig. 91 

CHAPITRE 3 section 3 

73 Trouver un chemin de coût minimum du sommet s au sommet p dans le graphe 

valué suivant: 

a. fig. 119 b. fig. 123 c. fig. 130 d. fig. 132 

74 Trouver la matrice des coûts minimums pour le graphe valué symétrique décrit 

par la figure 115. 

CHAPITRE 3 section 4 

75 Trouver un arbre partiel de valeur maximum dans le graphe simple suivant: 

a. fig. 115 b. fig. 116 c. fig. 117 
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CHAPITRE 3 section 5 

76 Trouver un SP-séparateur de valeur minimum dans le reseau suivant: 

a. fig. 119 6. fig. 123 c. fig. 129 d. fig. 130 

77 Soit G = (X,U,b) un reseau de source s et de puits p. Prouver que: 

a. G' = (X,U-' ,$'), où $'(y,~) = $(~,y), V(x,y) F U. est un réseau de source 

p et de puits s; 

b. f : U-tIR est un flot pour G si et seulement si f' : U-'dl!7 , 

f'(y,x) = f(x,y), U(x.y) E U, est un flot pour G'; 

c. f est maximum si et seulement si f' l'est; 

d. S i U est un SP-séparateur de G si et seulement si S-' c U-' est un 

ps-separateur de G' . 

CHAPITRE 3 section 6 

78 Lesquelles des familles suivantes de parties de E = Ia,b,c,d,eI admettent un 

système de représentants distincts? 

a. ({a,c), {b,c), ia,bI, {cl); 

b. ({ai, ta,b), ia,c), ib,c), (a,d,eI); 

c. ({a,b), ib,cl, (d,e), Id,e)); 

d. ({a,c,d), ta,d,e), ib,c,el, {b,d,ei). 

79 Après sa mort, le maharadjah Dekinépadou laisse en héritage a ses n fils son 

harem composé de m femmes. Par mesure d'économie, chacun des n fils ne dé- 

sire garder que 3 femmes avec lesquelles il est compatible. Prouver qu'une 

telle répartition des femmes n'est possible que si et seulement si,pour tout 

ensemble de k fils, 1 < k zz n, pas moins de 3k femmes sont compatibles avec 

au moins un de ces k fils. 

80 Trouver un sous-ensemble S de 11,2,3 ,...,zai qui soit simultanement un systè- 

me de représentants pour les deux partitions PI et Pz suivantes: 

P, : ~t1,2,3,5,7,11,13,17,19), 14,6,9,10,14,15), 18,12,18,20), t16)), 

p, : ({1,5,9,13,171, (2,6,10,14,18), (3,7,11,15,19}, 14,8,12,16,20)}. 

plus generalement, si PI et P2 sont deux partitions de Cm1 admettant cha- 

cune k classes, trouver une bonne condition nécessaire et suffisante pour 

qu'il existe un système commun de k représentants pour P1 et Pe. 
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81 Il y a nm couples à une danse. Les hommes font partie de n groupes de m 

membres chacun et les femmes à n associations de m membres chacune. Prouver 

qu'on peut choisir n couples de sorte que tous les groupes et toutes les 

associations soient représentés. 

82 A l'aide du théorème de dualite de Ford-Fulkerson, prouver les resultats 

suivants: 

a. le théorème de Hall; 

b. une famille, S = (Si)iCI, de parties non-vides d'un ensemble E, admet un 

système de représentants distincts (c.-à-d. une fonction injective, 

9 : I+E, telle que Vi, G(i) t Si) si et seulement si VJ 5 1, 

IJI i Ij$ Sjj; 

c. deux familles, T  = (Ti)icI et S = (Si)iCI, de parties non-vides d'un 

ensemble E, admettent un système commun de représentants distincts si 

et seulement si VJ,,J, 5 1, on a 

iCiUJ 
1 

Ti) f’ liyJ Si)1 2 lJ1l t IJ,I - III. 
l 2 

CHAPITRE 4 section 1 

83 Le graphe simple suivant est-il planait-e? 

a. fig. 12 b. fig. 15 C. 5 

e. T, f. fig. 38 9. D, 

d. R,, 

84 Trouver un graphe planaire dont le graphe-arête ne l'est pas. 

*85 Prouver que tout graphe simple peut être plongé dans l'espace euclidien de 

dimension 3, R3, de manière que les arêtes soient des segments de droites. 

"86 Soit T  un tore à deux trous. Montrer que K, peut être plongé dans cette 

surface. 

CHAPITRE 4 section 2 
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87 Vérifier la formule d'Euler pour un échiquier n par n. En d'autres mots, 

vérifier la formule d'Euler pour la figure planaire dont les faces bornées 

sont les n2 cases d'un échiquier n par n. 

CHAPITRE 4 section 3 

88 Trouver le nombre cyclomatique des graphes simples associés aux cinq polyèdres 

réguliers. 

89 Trouver l'indice chromatique des graphes simples associés aux cinq polyèdres 

réguliers. 

CHAPITRE 4 section 4 

90 Soit C une carte obtenue en traçant n cercles dans le plan et une corde dans 

chacun de ces cercles, de manière que deux quelconques de ces cordes soient 

toujours, ou bien disjointes, ou bien avec une extrémité commune. Prouver 

que C est 3-coloriable. 

91 Soit P un polyèdre convexe n'ayant comme faces que des pentagones et des hexa- 

gones. Prouver que P contient au moins douze pentagones. Si les sommets de P 

sont tous de degré égal à trois, prouver qu'il y a alors exactement douze 

pentagones. 

CHAPITRE 5 section 1 

92 Soit Ji, 1 i i < 5, le jeu sur le graphe oriente décrit par la figure 91, en 

commençant au sommet xi. Qui, entre A et B, a une stratégie gagnante? 

93 Soit G = (X,U) = (X,f) un graphe orienté. Prouver que: 

a. si G n'admet aucun circuit de longueur impaire, alors il admet un noyau; 

b. si G n'admet aucun circuit, alors il admet un unique noyau. 

94 Soit T  = (X,A) un arbre et x0 t X. Prouver qu'il existe une unique façon 
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"d'orienter les arêtes de T  en fuyant le sommet x0". C'est-à-dire, un seul 

graphe orienté asymétrique, G = (X,U), ayant T  comme graphe simple associé 

et tel que d-(xo) = 0, d+(x,) = d(x) et, Vx t X, x * x0, d+(x) = d(x) - 1 

et d-(x) = 1. 

Si les joueurs A et B jouent sur G, en commençant en x0, prouver que: 

a. (Vx t X, (x pendant + d(x,,x) est pair)) ~4 (toutes les parties sont 

gagnantes pour B); 

b. (Vx t X, x f x0, (x pendant => d(xo, x) est impair)) <=> (toutes les par- 

ties sont gagnantes pour A). 

c. Trouver un exemple où A (respectivement B) a une stratégie gagnante sans 

que toutes les parties ne soient gagnées par lui. 

d. Décrire l'unique fonction de Grundy sur G. 

CHAPITRE 5 section 2 

95 Le graphe orienté suivant admet-il une fonction de Grundy? 

a. fig. 70 b. fig. 71 c. fig. 93 d. fig. 94 

96 Analyser le jeu suivant: il y a deux tas de n et m allumettes; à tour de 

rôle, les joueurs A et B enlèvent une allumette dans un des tas ou une 

allumette dans chacun des deux tas en même temps; le joueur A commence et 

le gagnant est celui qui prend la dernière allumette. Ecrire la fonction 

de Grundy de ce jeu. (Voir l'exercice 148 c.) 

97 Analyser le jeu suivant: il y a trois tas: T1, T2, T3 d'allumettes ayant 

respectivement n, k et 1 allumettes. A tour de rôle les joueurs choisis- 

sent un tas, disons Ti, et y enlèvent 1, 2, . . . ou Zi allumettes. Le 

gagnant est celui qui prend la dernière allumette. Analyser le jeu où il 

est également permis d'enlever simultanément une allumette dans chacun des 

3 tas. 

CHAPITRE 5 section 3 

98 Au jeu de Fan Tan où il y a cinq tas de 1000 allumettes chacun, trouver la 

valeur de la fonction de Grundy pour les sommets représentés par les 5-tuples 

suivants: 
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a. (1000,100,10,100,1000) b. (37,193,308,14,6) 

c. (1,4,16,64,256) d. (731,137,0,101,79). 

99 Prouver que: 

a. Bk + BP = BktL, oû Bn désigne le cube de dimension n (fig. 11) et le + 

de gauche est la Somme cartésienne; 

b. P(n,l) = C, + K1. 

100 Prouver que Vn, Vm 2 3, la somme cartésienne C, + Cm est un graphe 

simple pouvant être plongé dans la surface qu'est le tore (fig. 

157). Vérifier que Yn, Vm, l'expression 

Itsommets)I - Itarêtes)/ + /{faces)1 est toujours nulle. Cette 

valeur commune est appelée la COAaC~éhtiintLquc d'I:uRti du Zahe. 
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Non-saturée (flèche -) 77 
Non-trivial (séparateur -) 26 
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Paradoxe du journaliste 138 
Parfait (couplage -) 82 
Partie 103, 115 
Partie décisive 103 

nulle 103 
Partiel (arbre -) 35 

(graphe -) 10 
Passer par 1 
Pendant (sommet -) 34 
Perdant 103 
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Rives d'un séparateur 26 
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Saturé (sommet -) 82 
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Séparateur 26 
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Séparateur non-trivial 26 
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(graphe -) 1 

Singleton 1 
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Sommet pendant 34 
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Source 76 
Sous-ensemble 115 
Sous-ensemble strict 115 
Sous-graphe 9 
Sous-graphe d'un graphe orienté 46 
Spatial (graphe -) 92 
Sperner (lemme de -) 24 
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sp-séparateur 77 
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Stabilité externe (nombre de -) 58 

interne (nombre de -) 57 
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ment -) 58 
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Stéréographique (projection -) 91 
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Tête d'un vertébré 136 
Tétraêdre 97 
Théorëme de Brouwer 24 

de Cayley 36 
d'Euler 18 
de Dirac 21 
de Ford-Fulkerson 77 
de Hall 82 
de Jordan 88 
de Tutte 132 
des cinq couleurs 98 
des mariages 83 

Tore 92 
Tournoi 166 
Tournoi (graphe d'un -) 2 
Trait 103 
Transitif (graphe orienté -) 43 
Transitive (fermeture -) 48 
Triangle 5brelation -1 116 

Triangle (inégalité du -) 117 
Trivial (séparateur -) 26 
Tutte (théorème de -) 132 

U-graphe 27 

Valeur d'un flot 77 
Valeur d'un séparateur 77 
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