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On se place dans la théorie des ensembles sans axiome du choix: ZFE.

1/ Introduction.

Un espace topologique est dit compact ssi il est sépar€ et si chacun de ses
TECOUVIEMENLS ouverts contient un sous-recouvrement fini. I est dit exrrémement
discontinu lorsque I'adhérence de tout ouvert est ouvert i.e. ’intérieur de tout fermé
est ferme. Les espaces finis discrets sont des compacts extrémement discontinus. Peut-
on construire dans la théorie ZF un compact extrémement discontinu infini?

Parmi les compacts extrémement discontinus infinis du "répertoire” bon nombre
d’entre eux peuvent étre construits avec 1’axiome de 1’Idéal Premier Booléen seulement:
BPL: Toute algébre de Boole non nulle admet un idéal premier.

Par exemple on peut construire avec BPI les compacts extrémement discontinus infinis
suivants:

-le compactifi€ de- Stone-Cech d’un espace topologique discret infini

-le spectre d’une algebre de Boole complete infinie
mais I'axiome BPI n’est pas conséquence de la théorie ZF! (cf.[Jech], chapitre V)

On peut aussi obtenir des compacts extrémement discontinus infinis méme si on ne
dispose pas de I’axiome BPI. En effet, en notant w le premier ordinal infini I’axiome

P(w) est bien ordonnable
montre que toute algébre de Boole qui s’injecte dans P(w) est bien ordonnable donc tout
idéal propre de cette algtbre est contenu dans un idéal premier; on peut ainsi
construire avec cet axiome les compacts extrémement discontinus infinis Suivants:

-le compactifi€ de Stone-Cech de I’espace discret w

-le spectre premier de I’algebre de Boole des ouverts réguliers de R
mais 1l existe des modeles de ZF dans lesquels P(w) n’est pas bien ordonnable!
(cf.[Jech])

Une autre voie pour obtenir des compacts extrémement discontinus infinis consiste 2

recourir aux ensembles infinis amorphes.

permrtion 1 On dit qu’un ensemble X est amorphe lorsque toute partie de X est finie ou

cofinie.

Il existe des modeles de ZF dans lesquels certains ensembles infinis sont amorphes
(cf. [Jech]). Dans un tel modele, si 4 est un ensemble infini amorphe on voit
facilement que I’ensemble U des parties cofinies de A4 est I’'unique ultrafiltre non
trivial sur 4 et que tout filre non trivial sur A4 est contenu dans 1'ultrafiltre U.
L’ensemble des ultrafiltres sur 4 muni de la topologie de Stone-Cech réalise donc le
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compactifié de Stone-Cech g4 de I’espace discret A. L’espace BA est un compact
extrémement discontinu infini, amorphe de surcroit. Mais il existe des modeles de ZF
sans ensembles amorphes infinis: les modzles avec axiome du choix! Notons aussi que
'espace BA réalise en méme temps le compactifié d’Alexandrov de I’espace discret A.

Les exemples qui précadent laissent penser qu’on ne peut pas construire de compact
exoémement discontinu dans ZF. On va voir qu’il en est bien ainsi et donner des
modtles de ZF dans lesquels tout compact extrémement discontinu est fini. En d’autres
mots I'axiome

1l existe au moins un compact exirémement disconrinu infini.
n’est pas conséquence de ZF.

Par ailleurs, on s’intéresse aux trois énoncés suivants:

DC.: Pour route relation binaire R sur un ensemble non vide E vérijian: YxeE 3yeE xRy il

. exisie une suite (xp)n.. de E telle que Ynew InRxp 4.
BC: Tour espace topologique compact est un espace de Baire.
BCED: Tour compact extrémemenr discontinu est de Baire.

Il est bien conmu (cf. [Bki] TG IX.535) que I’énoncé DC implique I’énoncé BC. La
question de savoir si BC implique DC est restée ouverte dans Particle de
Goldblatt ([G]) et j’ignore toujours la réponse. On va cependant montrer que 1’axiome
BCED n’1mplique pas BC. Notons que dans la théorie (ZF +BPI) les trois énoncés DC, BC et

BCED sont équivalents (cf. [G], [Mol]).

2/ Une CNS pour gu’un espace O-dimensionnel soit extrémement discontinu.

Les preuves des résultats de cette section 2 sont bien connues et sont valides dans

ZF. On les donne pour mémoire.

permarion 2 On dit qu’un espace topologique X est O-dimensionnel lorsque les ouverts-

fermés de X forment une base d’ouverts de X,

vemme 1 Soit X un espace ropologique et O I'algebre de ses ouverts-fermés. Soit (0p)ics
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une famille d’ouverts-fermés de X er O ['ouverr UOI'.
il
1) Si O est fermé alors O est borne supérieure de (Oj)iey dans O.
i) Si X est O-dimensionnel et si la famille (Ojlie; admer une borne supérieure dans
lalgebre O alors certe borne est O.

PreuvE 1) Trivial.



i) Soit U la borne supérieure de la famille (Oj)ier dans ©. L’inclusion O<U est
triviale. On démontre Pinciusion inverse UcO par Dl’absurde: si O est contenu
strictement dans U soit puisque X est O-dimensionnsl, V un ouveri-fermé nonm vide
contenu dans I’ouvert mon vide U\O. Alors U\V est un ouvert-fermé majorant les O;,

strictement contenu dans U: c’est contradictoire!
C.Q.F.D.

THEOREME 1 Soit X un espace topologique er © ['algébre de ses ouverts-fermés.
1) St X est extrémement discomtinu alors lalgebre O est compléte.
it) Si l'algébre O est compléete er si X est (-dimensionnel alors X est extrémement

discontinu.
PREUVE 1) Supposons X extrémement discontinu. Si (Oj)ier est une famille d’ouverts-
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fermés de X I’ensemble UOg est ouvert-fermé donc d’apres le lemme précédent c’est la
iel

borne supérieure de (Oy);oy dans 0.

if) Soit O un ouvert de X. Soit (0j)jcy la famille des ouverts-fermss de X qui sont

contenus dans O. Comme X -est O-dimensionnel, cette famille admet dans @ la borne

a

supérieure U= UOZ-:B donc, puisque O<U on a
1]

5§U=~5§5
donc O=U donc O est ouvert.
C.Q.F.D.

coroLLaRe 1 Soir X un espace topologique O-dimensionnel. L'espace X est extrémement

discontinu ssi U'algébre de ses ouverts-fermés est complére.

3/ Morphisme de Stome associé 2 une algzbre de Boole.

On sait que le théoreme de représentation de Stone des algebres de Boole:
Toure algebre de Boole est isomorphe & 'algébre de Boole des ouverts-fermés de son
spectre. _
€quivaut a I'axiome BPI (cf. [Ba]). Cette section 3 propose une relecture dans ZF de la

représentation de Stone des algebres de Boole.



On appelle specrre d’une alggbre de Boole B I’ensemble T de ses idéaux premiers muni
de la topologie, dite de Zariski, engendrée par les ensembles du type
Qp={lez ; ael}, aeB
Les deux relations
YaeB VbeB QunQp=QuAp
YasB vbeB 'QCIUQbZQavb
montrent que les ouverts de T sont les ensembles du type

Qr= UQQ:{Iez [ J $\not\subser§ I}

asJ .
ol J est un idéal de B. Les fermés de = sont donc les ensembles du type
Fy={Iex | J<I}
ou J est un idéal de B. Les ensembles Q,, a< sont des ouverts-fermés de T donc

1’espace T est séparé et 0-dimensionnel.
A 128

pEFINITION 3 Soit B une algébre de Boole, T son spectre et 0 I'algebre des ouverts-
¢
fermés de =. Le morphisme d’algebres B—0 est appelé morphisme de Stone associé &

l'algebre B,

permution 4 On dit qu'une algebre de Boole B est stonienne lorsque tout idéal propre
de B est contenu dans un idéal premier (ou ce qui revient au méme, tout filtre propre
de ® est contenu dans un ultrafiltre). On dit qu'elle est fuiblement stonienne lorsque
tout idéal principal propre de ® est contenu dans un idéal premier.

remaroUE 1 Dans (ZF+BPT) toute algébre de Boole est stonienne. Dans ZF toute algsbre de

Boole bien ordonnable est stonienne.

remarue 2 Toute algebre de Boole isomorphe 2 une algebre stonienne (resp. faiblement
stonienne) est stonienne (resp. faiblement stonienne). Toute sous-algzbre d’une algebre
de Boole stonienne (resp. faiblement stonienne) est stonienne (resp. faiblement

stonienne).

remarquE 3 Si X est un ensemble, I'algebre #(X) est faiblement stonienne; cette algzbre

est stonienne ssi tout filtre sur X est contenu dans un ultrafiltre.

EXEMPLE 1 Si M est un modele de ZF dans lequel BPI n’est pas vérifié, il existe dans 4
des ensembles X tels que certains filtres sur X ne sont contenus dans aucun
ultrafiltre; pour ces ensembles, I’algtbre P(X) est faiblement stonienne sans étre

stonienne.



EXEMPLE 2 Pour tout ensemble X, toute sous-algebre de P(X) est faiblement stonienne. En
particulier, si X est un espace topologique IP’algebre © de ses ouverts-fermés est

faiblement stonienne.

EXEMPLE 3 Soit X est un espace topologique et O I’alggbre de ses ouverts-fermés. Si X
est quasicompact l’algebre ¢ est stonienme. En effet, si ¥ est un filtre propre de
I"alggbre O, soit par quasicompacité de T, un élément een%. Soit U= {O=0/ac0}.

L’ensemble U est un filtre premier de © qui contient %.

permnrTIon 5 Pour tout idéal / d’un anneau commutatif unitaire A oo appelle radical
premier de I I'idéal intersection des idfaux premiers de 4 qui contiennent 1.

NoTaTIoN Le radical premier d un idéal 7 est noté r().

temve 2 Soit B une algebre de Boole. Les conditions suivantes sont équivalenzes:
i) L'algebre B est faiblement stonienne;

it) Tout idéal principal de B est égal a son radical premier;

iii) Le radical de ['idéal nul .(0) est nul.

THEOREME 2 Soir B une algébre de Boole, T son spectre er O ['algébre de Boole des
ouveris-fermés de . Soit ¢ le morphisme de Stone associé & l'algébre B.
i) L’applicarion ¢ esz.z'njeczive S5 B est faiblemenr stonienne.
i) Si = est compact alors ¢ est surjective.
tii) Si B est complere et faiblement stonienne alors ¢ est bijecrive.
prewve 1) Dire que ¢ est injective c’est dire que son noyau r(0) est I'idéal nul, c’est
donc dire que B est faiblement stonienne d’apres le lemme 2.
11) Supposons = compact. Soit O un ouvert-fermé de x. Si O est vide alors O=¢(0g) sinon
le fermé O est compact: du recouvrement ouvert
O=y {Qa,'aefg}
€Xtrayons un sous-recouvrement fini
O=u{qQ,acF}
ou F est une partie finie de Jp. Pour a=yF on a donc O=g¢(x).
i) On suppose B complete et faiblement stonienne. Soit O un ouvert-fermé de £. Si O
est vide alors O=¢(0g) sinon soient J ] et Jp deux idéaux de B tels que
O=Fy 1=,
Soit «=\J5. L’adhérence de 0 7, S€crit successivement
n{Q,/Q 7o) =n {Qa/V]eE(ae-];J 2<])}
=n{QulJ><r(a)}



=n{Qy/e=a}=q,

ce qui prouve que O=¢().
C.O.F.D.

quesTion 1 Si B est une algtbre de Boole complete, le morphisme de Stone associé i

I"algebre B est-il nécessairement surjectif?

coroLLAIRE 2 Soir B une algébre de Boole, S son spectre er O ['algebre des ouverrs-
Jermés de Z. Les conditions suivantes sonr équivalentes:

) L'algébre B esr stonienne;

i) L'algébre B est faiblemenr stonienne et & specire compact.

prewve 1)=i1) On suppose B stonienne. Il est clair que B est faiblement stonienne. Si T
est vide alors Z est compact! Sinon soit ¥ un filtre de fermss de I’espace Z. Soit 4
I’ensemble des idéaux I de B tels que Fye¥. Soit J I'idéal propre ud4. Comme B est
stonienne, soit P un idéal premier de B qui contient J. II est clair que Pen%.

ii}si) Comme I est compact l'algtbre © est stonienne (cf. exemple 3). D’aprds le
théoreme précédent le morphisme de Stone ¢g est bijectif donc B est 2 son tour

stonienne.
C.Q.F.D.

REMARQUE 5 Si B est une alggbre de Boole telle que le morphisme de Stone associé soit

une bijection 1’algzbre B n’est pas nécessairement stomienne (cf. exemple 1).

coroLLaRe 3 Soit B une algébre de Boole. Les conditions suivantes sont équivalentes:

i) L'algébre B est faiblement stonienne;

Ii) Le morphisme de Stone associé & I'algébre B est injectif;

ir) 1l existe un morphisme injectif de I'algébre B dans l'algebre des ouverts-fermés
d’un espace topologique O-dimensionnel séparé;

tv) L'algebre B s'injecte dans 'algebre des ouverts-fermés d’'un espace topologique,

v) Il existe un ensemble X tel que B soit isomorphe & une sous-algeébre de P(X).

prevve Trivial avec tout ce qui précede.

Question 2 Si B est une algtbre de Boole faiblement stonienne, existe-t-il
necessairement un espace topologique X tel que B soit isomorphe 3 [’algébre des

ouverts-fermés de X7



4/ Une CNS pour qu’une algébre représentable soit complete.

periniTion 6 Soit B une algébre de Boole. Omn dit que B est représentable lorsque le

morphisme de Stone associé & 1’algeébre £ est bijectif.

ouestion 3 Si B est une alggbre de Boole représemtable alors B est isomorphe 2

I’algebre des ouverts-fermés d’un espace topologique. Réciproque?

coroLLAIRE 4 Soit B une algébre de Boole faiblemenr stonienne, T son spectre et ¢ le
morphisme de Stone associé a l'algébre B.
i) Si B est compléte alors T est extrémement disconiinu.
i) Si T est extrémement discontinu er Si ¢ est surjecrif alors B est complete.
prevve 1) Si B est complete et faiblement stonienne alors ¢ est Dbijectif
(cf. théoreme-2) donc l'alggbre O des ouverts-fermés de £ est & son tour compléte.
Puisque I est O-dimensionnel il est donc aussi extrémement discontinu d’apres le
théoreme 1. A
i) Si T est extrémement discontinu, l’alggbre O est complete (théoréme 1). De plus ¢
est bijectif (théoréme 2) donc 1’algeébre B est complete.

B C.Q.F.D.

remarquE 6 Dans les conditions précédentes, si = est un compact extrémement discontinu
I’algébre B n’est pas nécessairement complete. Par exemple, si on se place dans un
modele de ZF dans lequel tout ultrafiltre sur w est trivial, 1'algebre B=%P(w)/fin (ou
fin désigne 1’'idéal des parﬁes finies de w) est non compldte mais son spectre I est

vide.

coroLLAIRE 5 Soir B une algébre de Boole représemtable. L’algébre B est compléte ssi
son specire T est extrémement discontinu.
preuve Résulte du corollaire précédent.

5/ Une CNS pour que le spectre d’une algebre de Boole soit compact.

tHEOREME 3 Soit B une algebre de Boole, T son spectre et O ['algébre des ouverts-fermés
de T. Les conditions suivantes sont équivalentes.

i) L’espace I est compact;

ii) L’'algébre O est stonienne.

PREUVE 1)=ii) cf. exemple 3.

i)»1) On suppose O stonienne. Puisque I est séparé et O-dimensionnel, dire que Z est
compact revient a dire que pour tout filtre propre ¥ de l’alggbre O I’ensemble nF est



non vide. Si ¥ est un filtre propre de 0, soit puisque O est stonienne, U un filtre
premier de O qui contient . Soit ¥ I’ensemble des idéaux J de B tels que Fyef. L’idéal

premier /=u$ appartient 4 I’ensemble %,
C.Q.F.D.

remarQUE 7 Dans les conditions précédentes, si O est stonienne ’algtbre B ne I'est pas

forcément (cas ol I est vide).

revarquz 8 11 se peut que le spectre T d’une algebre de Boole B soit compact et non
vide sans que B soit stonienne. En effet soit # un modzle de ZF qui ne satisfait pas
BPIL. Soit dans # un ensemble infini X et un idéal propre I de lalgtbre P(X) tels
qu’aucun idéal premier de P(X) ne contienne /. Soit o Palgebre de Boole 2 deux
€léments et B Jalgtbre de Boole 4 X P(X)/I. L’algébre B posséde un unique idéal
premier, a savoir I= ’(O,V)Ea've?ﬁf)/f} donc le spectre de B est compact et non vide
mais l'ensemble J={(u,0)eB/ued} est un idéal propre de B contenu dans aucun idéal
premier de B donc l'alggbre B n’est pas stonienne. Plus généralement, si K est un
compact O-dimensionnel non vide de #, soit B; I’algtbre de Boole des ouverts-fermes de
K et B Palgtbre de Boole B; X P(X)/I. Dans ces conditions le spectre de B est
homéomorphe a I’espace K mais B n’est pas stonienne. Ceci montre 1’existence d’algzbres
de Boole non stoniennes dont le spectre est un compact (-dimensionnel arbitraire.

6/ Les compacts extrémement discontinus sont finis!

Lemvz 3 Soit B une algébre de Boole infinie dénombrable. Il existe un ensemble infini
dénombrable D formé d’éléments deux & deux disjoints et non nuls de B.
prevve Si lensemble « des atomes de I'algebre de Boole B est infini le résultat est
¢vident sinon £t est fini: soit u=,,{a,aeds} et soit € Palgebre de Boole {xsB / xAu=0;.
Puisque I'algtbre de Boole © est sans atomes et dénombrable on peut construire par
récurrence une suite (by)ye, d’éléments non nuls de € telle que

Ymew Ynew by b, =0g

L’ensemble D= {b,, ; new} convient.
C.Q.F.D.

perinition 7 On dit qu’un ensemble X est Dedekind-infini (en abrégé D-infini) lorsque w

s’injecte dans X.

Lemme 4 Si B est une algebre de Boole D-infinie et o-complete alors il existe un

morphisme injectif d'algébres de Boole de P(vw) dans B.



prevve Soit 4 une partie infinie dénombrable de B et € I'algebre de Boole engendrée par
I’ensemble 4. Soit B=Au{aCazA]. L 'ensemble € est dénombrable, car image de I’ensemble
dénombrable s‘jﬁn(yﬁn(B)) par D’application qui a tout (b‘j)gfz —() associe
vih {‘Tj( i);iedom(c j)};()sjsm}

Soit par le lemme précédent un ensemble D infini dénombrable d’éléments non nuis et
deux 2 deux disjoints de I’algebre €. Soit x la borne supérieure de D dans B. Si u=7 on
pose E=D et si u<I on pose E=Dufu€}. Soit enfin ¢ une bijection de w sur E. Pour toute
partie X de o soit fiX)=y\{eé(n);neX}. L’application j réalise un morphisme injectif
d’algebres de Boole de P(w) dans B.

C.Q.F.D.

periniTIon 8 Soit X un espace topologique. On dit que X est c-extrémement discontinu
sst il est O-dimensionnel et si 'algebre de ses ouverts-fermés est o-complete.
revaRQUE 9 Tout espace (O-dimensionnel extrémement discontinu est c-extrémement

discontinu.

THEOREME 4 Le§ énoncés suivants sont équivalents.
i) Tout filtre sur v est contenu dans un ultrafilire.
i) Il existe un compact extrémement discontinu ayant un ensemble D-infini d’ouverts-
Jermés.
ui) 1l existe un compact c-extrémement discontinu ayant un ensemble D-infini
d’ouverts-fermés.
PREUVE 1)=11) Soit B l’alggbre P(w), £ son spectre et O I’algebre des ouvert-fermés de
. Selon i), l'algtbre B est stonienne donc B et O sont isomorphes et T est compact.
L’espace I est extrémement discontinu car 1’algébre ©, isomorphe a l’algébre B, est
complete. L’algebre O est aussi D-infinie.
ii)=111) Trivial car tout compact extrémement discontinu est O-dimensionnel donc
c-extrémement discontinu.
1i)=1) Soit X un compact c-extrémement discontinu ayant un ensemble D-infini
d’ouverts-fermés. Soit O I'algébre des ouvert-fermés de . Puisque X est compact,
I'algtbre O est stonienne. Puisque X est c-extrémement discontinu, [’alggbre © est
o-complete. De plus, O est D-infinie: soit f un morphisme injectif d’alggbres de Boole
de P(w) dans O. Isomorphe & une sous-algebre de O, l'alggbre P(w) est elle aussi
stonienne.

C.Q.F.D.
coroLLAIRE © S M est un modele de ZF sarisfaisant les énoncés:

W Tour ensemble infini est Dedekind-infini.
Uy Il existe sur w un filtre non contenu dans un ultrafilire.

alors dans M tout compact o-extrémement discontinu est fini.
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EXEMPLE 4 Dans le modele de (ZF+DC) construit par Pincus et Solovay (cf. [Pi-So]
théoreme 2 page 179) tout ultrafiltre est trivial. Ce modele vérifie 1’énoncé W

puisqu’il vérifie 'axiome DC.

7/ L’énoncé BCED n’implique pas I’énoncé BC.

On va voir que dans certains modeles de ZF ne satisfaisant pas 'axiome BC, tout

compact c-extrémement discontinu est fini et donc de Baire.

Lemve 5 11 existe une formule ¢(x) ayanr une variable libre telle que dans tout modzle
# de la théorie ZF on ait les trois propriéiés suivantes:
) ast = o({a})

i) [feM, « est un ordinal de M et dom(f)=c er Yiea o(f{t))] = o Uf(r))
=4
1) si Y(x) est une formule ayant une variable libre telle qu'on ait i) er ii) alors
pour tout xeM, ¢xly(x).
prevve cf. [K], pages 140-1.

DEFINITION 9 Si M est un modele de 1a théode ZF on dit qu'un ensemble x de # est
presque bien ordonné lorsqu’il satisfait la formule ¢(x) du lemme précédent. ‘

De manitre informelle, les ensembles presque bien ordonnés constituent Ia plus
petite classe de # close par union bien ordomnée et contenant les singletons de A.

permation 10 On dit qu’un ensemble X est bon lorsque toute c-algébre de Boole

stonienne contenant X et o-engendrée par X est finie.

THEOREME 5 Soit M un modéle de ZF dans lequel il existe sur w un Jiltre contenu dans
aucun ultrafiltre. Dans M tout ensemble presque bien ordonné est bon.
prevve II suffit de montrer que pour tout ordinal AeM et toute famille (Io)o < 5 de bons

ensembles, [’ensemble I= U Iy est bon. Procédons par récurrence transfinie sur

a<<A
PPordinal A. Si A est un ordinal successeur I’ensemble 7 est bon en utilisant

hypothese de récurrence et le fait que la réunion de deux bons ensembles est un bon
ensemble! Si A est un ordinal limite >0 et si B est une algebre de Boole stonienne et

c-complete contenant / et o-engendrée par /, soit pour tout asx, B, l’algebre de Boole

11



c-compléte engendrée par X, dans E. Chaque B, sous-algzbre de I’algzbre stonienne B
est stonienne; par hypothése de récurrence chaque X, est bon donc chaque B, est finie.

De plus, B est I'algébre de Boole o-complete engendrée par U By. S’1l existe un point
a<<A
a non isolé dans le spectre de B considérons pour tout aex 1’élément suivant de B:
Qu=n{UsB, / acl}

Posons Op=0, puis pour tout new posons Op+ =04 n) Ol ¢(n) est le premier €lément de
I’ensemble

{ash | Q est strictement contenu dans On}
La suite (Op)pe, est strictement décroissante dans B donc I’alggbre de Boole o-complete
et stonienne B est D-infinie donc par le théoreme 4, tout filre sur w est contemu dans
ultrafiltre: c’est contradictoire! Ainsi tout point du compact Spec(B) est isolé donc

Spec(B) est fini donc I'algébre B est finie (car B est stonienne) donc I est bon.
COED,

coroLLAIRE 7 Soit # un modéle de ZF dans lequel il existe sur w un filtre contenu dans
aucun ultrafilire er dans lequel tout ensemble est presque bien ordonné. Dans un tel

modele, tout compact o-extrémement discontinu est fini.

EXEMPLE 5 Le modele de Blass (cf.[Bl]) vérifie les conditions du corollaire précédent.
Dans ce modele, il existe une suite (Ppln<, de paires de P(P(w)) telle que 1’ensemble

ﬂ Py est vide donc (cf. [Mo2]) il existe dans ce modele des compacts qui ne sont pas

new
de Baire.

\newpage
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